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Introduccion

1 Cola: Conjunto de clientes en espera de recibir un
servicio

 Se produce cuando los clientes llegan a un servidor
ocupado y permanecen en espera

1 Teoria de Colas: Analisis del comportamiento de un
sistema de colas a lo largo del tiempo

d Herramientas:
v' Teoria de Probabilidades
v Optimizacién
v' Simulacién
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Elementos

 Fuente: Origen de los clientes

d Cola

 Centro de servicio: Conjunto de servidores
1 Sistema: Cola(s)+Servidor(es)

1 Salida: Destino de los clientes

FUENTE COLA >l SERVIDORES SALIDA

SISTEMA
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Caracteristicas: Llegadas

d Fuente

v Finita — Sistema cerrado
v Infinita — Sistema abierto

(d Numero de fuentes
v Una
v Varias

d Forma de llegada
v Unitaria
v" En bloques

O Tiempo entre llegadas
v' Determinista
v Aleatorio (llegadas independientes)
v Aleatorio (llegadas dependientes)
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Caracteristicas: Cola

(d Numero de canales

A Interferencia entre canales
v"  Posibilidad de cambiar de canal
v Imposibilidad de cambiar de canal
1 Capacidad del sistema
v" Finita
v"Infinita
 Disciplina
v' FIFO: El primero que entra es el primero en ser atendido

v" FIFO con limite: El tiempo de servicio es limitado

v' LIFO: El dltimo que entra es el primero en ser atendido

v" SIRO: Los clientes se seleccionan de forma aleatoria
SO PN v" PRI: Se atiende antes a los clientes prioritarios
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Caracteristicas: Mecanismo de servicio

(1 Numero de servidores

1 Relacion entre servidores
v' Servidores independientes
v' Servidores dependientes

1 Homogeneidad entre servidores
v' Servidores homogéneos
v' Servidores heterogéneos

d Tiempo de servicio
v' Determinista
v Aleatorio (tiempos independientes)
v' Aleatorio (tiempos dependientes)

UNIVERSIDAD ,«%Z% ;;} PONTIFIC),
ICAI ih,.w.f ICADE

CoMiLLAS

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

Teoria de Colas- 5



Caracteristicas: Comportamiento del cliente

d Comportamiento al encontrar el servidor ocupado
v' Entra al sistema y permanece en la cola
v" Reintenta la entrada tras un periodo de tiempo
v" Renuncia al servicio

d Seleccion del canal
v' Seleccidn aleatoria
v' Seleccién bajo algun criterio
v" Adjudicacion automatica de canal

d Comportamiento tras un periodo de tiempo en la
cola

v"  Se mantiene en el canal
v" Cambia de canal
v" Renuncia al servicio
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Parametros

 Tasa de llegadas — A: Numero medio de clientes que
llegan al sistema por unidad de tiempo

O Tiempo medio entre llegadas — 1/A

d Tasa de entradas — A,z Numero medio de clientes
que entran al sistema por unidad de tiempo

 Tasa de servicio — u: Numero medio de clientes que
son atendidos por un servidor por unidad de tiempo

d Tiempo medio de servicio — 1/u

d Tasa de servicio del sistema — p,: Numero medio de
clientes que son atendidos por unidad de tiempo

d Numero de servidores — s

1 Capacidad del sistema — &
@ o ili on i ' A fi _
Comning | Factor de utilizacion, intensidad de trafico — p= A, /p,,
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Estado estacionario: Condicion

d MN(r) : Numero de clientes en el sistema en el instante ¢

O El sistema puede estabilizarse tras un periodo de
tiempo — Estado estacionario

1 Distribucion estacionaria: Distribucion de probabilidad
de N(r) en el estado estacionario N(¢) —» N

1 Condicion para que exista distribucion estacionaria:
p<I
(Tasa de entrada<Tasa de servicio del sistema)
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Estado estacionario: Variables

d N: NUmero de clientes en el sistema

d p =P(N=n): Probabilidad de que haya » clientes en
el sistema

d N, :Numero de clientes en la cola
 T: Tiempo de un cliente en el sistema
4 7, Tiempo de un cliente en la cola
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Estado estacionario: Medidas de eficiencia

L: Numero medio de clientes en el sistema L=E[N]
L, Numero medio de clientes enlacola L =E[N,]
W: Tiempo medio de clientes en el sistema W=E[T]
w,: Tiempo medio de clientes enlacola W =E[T,]
¢ : Numero medio de servidores ocupados

t.: Tiempo medio de servidores desocupados

D000 D0O
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Estado estacionario: Relaciones

O Fdormulas de Little

L= xefW
Lq = 7\‘ ef Wq
(1 Otras relaciones
1
W=W,+—
W
A
L=L +—~
W
A
c=L-L = i
e @) e H
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Distribucion exponencial

T zexp(?») f(t)/\
d Funcion de densidad: A
Ae™ >0
f(t)=
0 <0
>t
d Media, varianza, probabilidad:
1 1
E[T]ZX V[T]=? t>0=>P(T >t)=e™

J Falta de memoria:

P(T>t,+t/T>t,)=P(T >t)
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Distribucion de Poisson

O N=Numero de éxitos/unidad de tiempo -~ N=Poisson(A)
 Funcion de probabilidad

A An
P(N=n)=" '7‘ ne{0,1,2,..)
d Media, varianzg':
E[N]=A V[N]=A

J Reproductividad: La suma de variables independientes
de Poisson es otra variable de Poisson

 Proporcionalidad: EI nUmero medio de éxitos es
proporcional al tiempo

 Relacion con la exponencial: EI nimero de éxitos sigue
una distribucion de Poisson < el tiempo entre dos

o Gy éxitos consecutivos sigue una distribucion exponencial
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Proceso poissoniano

1 Proceso estocastico: Coleccidn de variables
aleatorias {N(7)}

1 Proceso de conteo:
v N e {0,1,2,...}
v <t N(s) < N®©)
d Proceso markoviano:
v Incrementos estacionarios:
N(?) - N(s) sOlo depende de t-s
v" Incrementos independientes
d NO)=0c.s.
O N(¥) - N(s) = Poisson(A(t-5)), N(f) = Poisson(Ar)
O Enun intervalo cuya longitud tiende a 0, la
probabilidad de que ocurra mas de un éxito tiende a 0
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Proceso de nacimiento y muerte: Planteamiento

Nacimiento: Entrada de un cliente
Muerte: Salida de un cliente una vez servido
El tiempo entre llegadas es exponencial

El tiempo entre salidas es exponencial, e
iIndependiente del tiempo entre nacimientos

N(f): Numero de clientes en el sistema en el instante ¢
A,: Tasa de entradas si hay » clientes en el sistema
1, Tasa de salidas si hay = clientes en el sistema
Objetivo — Obtener la distribucion estacionaria N

p,=P(N=n): Probabilidad de que haya « clientes en el
sistema, en el estado estacionario, n =0, 1, 2,...

D OO0

Iy O W
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Proceso de nacimiento y muerte: Diagrama de
transiciones

O Los procesos que rigen el numero de llegadas y el
numero de salidas son poissonianos

0 De cada estado n solo es posible pasar a dos
estados:

v' n+1 si se produce una llegada
v n-1 si se produce una salida

Hl !vlz n-l n “nﬂ
@ @ ® @ @ @) .
A Ay Ay M Ay
e @
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Proceso de nacimiento y muerte: Estado
estacionario

Supuesto alcanzado el estado estacionario:
1 Tasa mediade llegada alestadon: A, p,t WL, P,
1 Tasa media de salida del estadon: A p, + 1, p,
(] Tasa media de llegada al estado » = Tasa media de
salida del estado »:
Myt Dot ¥ Wiy Pt = Ay 0y T W, D,
O Paraelestadon=0:u,p, =X, p,

d A partir de estas expresiones podemos obtener cada p,
en funcién de p,:

A Mg Ao A
Pr=—Dy= P, = Do = P, = 122
My MM, I L TRERY 5 L%
oo G v, 4 Para obtener p, basta usar que ZO p, =1
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Proceso de nacimiento y muerte: Medidas de
eficiencia

J

J

J

NUmero medio de clientes en el sistema

L = Z np
7 ' ' n=0 .
Numero medio de clientes en cola (para un sistema con
S servidores)

L,=> (n-s)p,
Tasa media de llegadas
A= Z A D,
n=0

Tiempo medio de permanencia en el sistema

_ L/
W=

Tiempo medio de permanencia en cola
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Modelos clasicos: Notacion de Kendall

1 Especificaciones del modelo
A/B/c/m/d
. Distribucion tiempo entre llegadas. Puede ser
M - Exponencial
D — Constante

E, - Erlang de parametro k
G - Genérica

. Distribucion tiempo de servicio. Puede ser
M, D, E,, G

d c: Numero de servidores
J m: capacidad del sistema
1 d: Disciplina de la cola

d

d

ALY N N NN <
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Modelos clasicos: Hipotesis generales

d Una unica fuente de tamano infinito

1 No hay impaciencia: Todo cliente que llega al sistema,
entra (a no ser que se haya alcanzado la capacidad
maxima), y una vez dentro no lo abandona hasta haber
sido servido.

Un unico canal para todos los servidores
Servidores independientes y homogeneos
Independencia entre llegadas y servicios

Por defecto, se supone capacidad infinita del sistema 'y
disciplina FIFO

D0 DO
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Modelos clasicos: M/M/1

 Hipdtesis:
v' Tiempos entre llegadas independientes, distribuidos segun una
exponencial de parametro A

v' Tiempos de servicio independientes, distribuidos segun una
exponencial de parametro u

v" Un unico servidor: s=1
v' Capacidad ilimitada
v" Disciplina FIFO

d Factor de utilizacion: p = A — P, =P"Py = Do), P" =
H, n=0

: : =, 1
0 Estado estacionario @ p<1l & Y p'=—— & p,=1-p

n=0 -

3 Distribucion estacionaria: p, =p"(1-p), n =1,2,3,...
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Modelos clasicos: M/M/1

J Medidas de eficiencia :

oo p k
L = np, = —=——
,,Zzlo l-p u-2A
oo p2 7L2
L, = (n-1)p, = =
! 21 l-p p(n-2)
Aoou-A u(d-p)
wo=w - P
w o u(l-p)

 Distribucion del tiempo en el sistema y en cola:
I' =exp (WL -A) =exp (L(l-p))

P(Tq =0)=p,=1-p
T, : Distribucion mixta <
o @ oo t>0= f(t)=p(l-pue ™
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Modelos clasicos: M/M/s

 Hipdtesis:
v' Tiempos entre llegadas independientes, distribuidos segun una
exponencial de parametro A
v s servidores independientes y homogéneos

v' Tiempos de servicio independientes para cada servidor,
distribuidos segun una exponencial de parametro

v' Capacidad ilimitada

v' Disciplina FIFO {

_|nh nss p:i
d Tasas: A=A M, = Su n>s s

1 Diagrama de transiciones:
A A SRR su
ONORORNCEONO
~-—" ~— 7 "7 ~ 7

COMILIAS Ao A oA
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Modelos clasicos: M/M/s

[ Distribucidén estacionaria & p <1

1 n!

(sp) t Si (s0). o 1 [ijnpo n=s

st(l-p) = n! sls"™

Po =

J Medidas de eficiencia:

(sp)°p
L= +
si(-pyz Lo TP
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Modelos clasicos: M/M/s

d Probabilidades

v Probabilidad de no hacer cola

=0 Z:p” s'(zlp)p)

v" Probabilidad de permanecer en cola un tiempo mayor que ¢

(sp)’ —su(1=p)t
P(T >t)= Hi=p
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Modelos clasicos: M/M/

 Hipdtesis:
v' Caso particular del modelo M/M/s para un numero ilimitado de
servidores

v" No hay cola, cada cliente que llega es servido directamente
 Distribucion estacionaria (existe siempre):
N = Poisson(A/u)
d Medidas de eficiencia:

L=
W
L, =0
o= L
W
w =0
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Modelos clasicos: M/M/s/k

 Hipdtesis:
v' Tiempos entre llegadas independientes, distribuidos segun una
exponencial de parametro A
v s servidores independientes y homogéneos

v' Tiempos de servicio independientes para cada servidor,
distribuidos segun una exponencial de parametro

v' Capacidad limitada a k clientes, k>s
v' Disciplina FIFO

A
 Distribucion estacionaria (existe siempre). Parap = —# 1

s
%(£] Do l1<n<s L
P, =3 AN ) con p, tal que Z p, =1
ln_s[iJ Po S<n<k_ "=
| sls )
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Modelos clasicos: M/M/s/k

(J Tasa de entradas:

7\’ef :k(l_pk)

J Medidas de eficiencia :

L, =p, (Sp)p [1 s (- s 1)(1 - p)pks]

sl(1-p
L
— q
Wq = _k
1
W=Ww, +—
)
o L=W\,
P
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Modelos clasicos: M/M/s/s

 Hipdtesis:
v" Caso particular del modelo M/M/s/k cuando la capacidad del
sistema coincide con el numero de servidores

v" No hay cola, cuando un cliente llega o es servido directamente
0 no puede entrar en el sistema

d Probabilidad de que el sistema esté saturado

(sp)°/s!
Z_l (sp)" /n!

Ps =
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Modelos clasicos: M/G/1

 Hipdtesis:
v' Tiempos entre llegadas independientes, distribuidos segun una
exponencial de parametro A

v' Tiempos de servicio independientes, distribuidos segun una
distribucion general F de media 1/ y varianza c’

v Un Unico servidor: s=1
v' Capacidad ilimitada

v" Disciplina FIFO

A
] Factor de utilizacion: p = E

d Estado estacionario & p <1

d Formula de Pollaczek-Khintchine:
2 2. 2
L=p+ p2(-: A ()5
ICAT@E ICADE - p
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Modelos clasicos: M/M/1 cerrado

 Hipdtesis:
v Fuente finita de m clientes

v' Tiempos de retorno al sistema distribuidos segun una
exponencial de parametro A

v' Tiempos de servicio independientes, distribuidos segun una
exponencial de parametro u

v" Un unico servidor: s=1
v' Capacidad ilimitada
v' Disciplina FIFO

] Tasas:

v Tasa de retornos A

v'  Tasa de llegadas
» (m-n)h n<m
" 0 n=m
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Modelos clasicos: M/M/1 cerrado

- Distribucion estacionaria (existe siempre)

-1
m 1"
p0={1+ P }

n=1 (m - n)'
m!'p” . A
p, = P P, 0<n<m siendo p=—
(m -n)! n
dMedidas de eficiencia
i 1 +
L =m-1"Po L,=m-—21-p,)
P P
L
_— L W - . :1{m _1+p}
(m - L)\ (m -L)A p[l-p, p
dTasa media de llegadas
e @ o A, =(m-L)\
CoMILLAS | g = )
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Modelos clasicos: M/M/s cerrado

 Hipdtesis:
v" Fuente finita de m clientes
v' Tiempos de retorno al sistema distribuidos segun una
exponencial de parametro A
v s servidores independientes y homogéneos
v' Tiempos de servicio independientes para cada servidor
distribuidos segun una exponencial de parametro
v' Capacidad ilimitada
v' Disciplina FIFO
d Tasas: \ (m-n)A n<m
" { 0 n=>m
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Modelos clasicos: M/M/s cerrado

- Distribucion estacionaria (existe siempre)

(mj(ﬁj Do l1<n<s
AN

(mj " (7‘)” conpotalquean:
Po S

P

U

<nsm n=0

n)sls"?

J Medidas de eficiencia: No existen formulas sencillas.
Se obtiene L a partir de la definicion, y el resto mediante
las formulas de Little

dTasa media de llegadas

A, =(m-L)A
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Decision en los sistemas de colas

1 Objetivo: Determinar el nivel de servicio que minimiza el
coste total del sistema

(d Coste total = Coste servicio + Coste clientes

1 Coste servicio: costes por mantener operativo el
servicio: Aumenta con la tasa de servicio y con el
numero de servidores

d Coste clientes
v" Costes por permanecer en cola
v' Costes por pérdida de clientes
v' Costes por dar servicio

J Ambos costes estan en conflicto

ICAI ICADE
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Optimizacion de la tasa de servicio

d Costes por unidad de tiempo
v' C, = coste por unidad de u
C,u = coste por tener una tasa de servicio
C, = coste por mantener un cliente en el sistema

C, L(u) = coste total esperado por mantener los clientes en el
sistema

J Funcion de coste esperado por unidad de tiempo

AN NN

CT(n)=Cpn+C,L(W)

d Problema a resolver:
min C,u+ C,L(W)
1)
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Optimizacion de la tasa de servicio y la
capacidad del sistema

d Costes por unidad de tiempo

v' C,y C,igual que en el caso anterior
C5 = coste por unidad de capacidad
Cs3k = coste por tener una capacidad k
C, = coste por cada cliente perdido

NI N NN

C,Ap, = coste total esperado por clientes perdidos

J Funcion de coste esperado por unidad de tiempo
CT (W, k) =Cu+C,L(W)+ Cik + CyAp,
d Problema a resolver:

migl Cu+C,L(W)+C,k+C,Ap, keN
W,
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Optimizacion del numero de servidores

d Costes por unidad de tiempo

v' C, = coste por mantener un cliente en el sistema

v' C, L(s) = coste total esperado por mantener los clientes en el
sistema

v Cs = coste por servidor
v Cgs = coste por tener s servidores

J Funcion de coste esperado por unidad de tiempo
CT(s)=Cys+C,L(s)
d Problema a resolver:

min C.s+C,L(s) se N
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