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Problemas de programacion no lineal (i)

d Problema de transporte con descuentos por cantidad

v’ El precio unitaricde transportentreun origen y un destino es
decrecienten funcion de la cantidad a transportar.

d Problemade flujo de cargas en un sistema eléctrico
v Laspérdidassonno lineales

 Problema de produccion con elasticidad en el precio y/o en «
coste

v Curva de demancacurva demanda-precp(x) representa el precio
unitario que se necesipara poder venderunidades. Es una funcion
decrecientgnunca inferior al coste unitario de produccmihos
ngresos bruto@roductode cantidad producida por precio) es una

expresiomo lineal.Margen de contribucion
f (X) = xp(X) —cx

o0 G o, v Los costesio linealegpueden aparecer por una mayor eficiencia
COMILLAS unitaria en funciomle la cantidad.
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Problemas de programacion no lineal (ii)

 Problema de
n tipos de acciones

X, J=1,...,nrepresentan el j)gae se van a incluir en la
cartera
Hiyo;la y la historicas del rendimiento sobre cada accior

de tipoj, en donde7; es una medida del riesgo de estas accioneg; !
la covarianza del rendimiento sobre una accion de cada yipo

R(X) Yosu V(x)
ROY =D 44X,
=1
V()= > ;XX
i1 j=1
la es f(X)=R(xX)—- LV (X)
P siendaof el

ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Optimizacion no lineal (i)

1 Optimizacion restricciones

min f (x)
f(x):R" > R
xOR"
1 Optimizacion restriccioneg
) min f (x)

g(x)=0 10e
g(xX)<0 10y
f(x):R" > R
g(x):R" - R
xOR"

S @

COMILLAS
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Optimizacion no lineal (ii)

d Programaciomn
min f (x) :%XTQX—DTX
Ax=Db
d Programaciomn
f (x) es convexd@concavasi es maximizacion) g.(x) es convedasl,...,m

d Programacion
la funcion se puede separar en una suma de funciones de las variat

individuales f(x) = Z”: f (x,)
il

O Programaciomn

n
funcidn objetivo y restricciones toman la forrg(x) = ch P (x)
A R j=1
P(X) =% "% %", j=1,...n
UN\\IERS\DAD f"'“% FONTIFIC, ,
ICAI %88/ ICADE
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Clasificacion métodos optimizacion SIN restricciones
segun el uso de derivadas

1 Sinderivadas
v Necesarios cuandmw se pueden calcular éstas

1 Primeraderivadaggradiente)
 Segundaslerivadasifessiano)

v' Mayor coste computacional
v Mejores propiedades de convergencia

\)N\\/ERS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Expansion en serie de Taylor

f cercade un punto dadg,
] Se necesitan conocer las

1
f (% +P) = f(x)+0f (X)) P p'O°f(Xy)p+...

pOR" un vectodiferentede 0
f(X) valor de lafuncion
LIf (X) de la funcién

1% £ (x) de la funcion (sf tiene segundaderivadas continuas es
una matriz simétrica)

1 O alternativamente
T 1 72
f (% +P) = (%) +0f (X,) p+= P O°f(&)p

UN\\IEKS\DAD f"""v% PON

@ siendo un puntdg entrey X,
COMILLAS
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Funcion cuadratica (i)

1.+ T
f(x):zx Qx—b' X
xOR"
bOR"

QUR"xR"
J Gradiente

Of (X) =Qx—Db
J Hessiano

1f(x)=Q

UNWERSIDAD 888 PONTIE )
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Funcion cuadratica (i)

f(x,y)=%x2+2xy+%y2—y+9

2 1 2
0f (%, y)=£2:::y):1] D5 (%, y)=(2 J

1 Estamos en, =(1,-1) f(1,-1)=9 y queremos saber el valor d
funcionen x =(1.1-0.9

f(1.1,-0.9)= 0.605 1.98 0.405 019 =9 8

mediante expansion en serie de Taylor
0.1) 1 1 2)0.1
f(1.1,-0.9= 9%+(-1 ¢ " |+=( 0.1 0) =9-0.1+ 0.03= 8.9
Y 0.1 2 2 1)l 0.1
 La aproximacion de Taylor de 2° orden es exacta en una
funcidon cuadratica

ONWERSIDAD 88888 PONTIR
ICAI %88/ ICADE
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Funcion cuadratica (il

ezsurf('0.5*x"2+2*x*y+0.5*y"2-y+9")

E

2 _ +9
2y y

0.5 x2+2xy+0.5 y2-y+9 f (X, y) - % X2 + 2Xy +

N\VERS\DAD ,.ﬂ-w\ PONT/F I ¥y
UC ICAI @ ICADE§ X
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Minimo local, global (i)

[ Sea la funciorf diferenciableconprimera y segunda derivadas
continuas min f (x)

f(X):R" > R
xOR"

X OR" es el 6ptimo de la funcion
v" Es minimo si f(xX)<f(x) parxOR"

v' Es minino si f(X)<f(x) parxOR"

v Es minino si f(X)<f(X) ensu vecind;”x—x*u<g

siendoe un nunero positivo(tipicamente pequeno) cuyo valor puede
depender de x*

v ES minimo si f(X)<f(X) ensu Veeind”X-X*H <&

UNIVERSIDAD 8 PONTIR,
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Minimo local, global (ii)

A El minimoglobales dificilde encontrar. Muchos metodsan

locales.

[ Solo bajosupuestosdicionalefconvexidadse puede

garantizar ques global.

_/

v

Minimo global
estricto

Minimo local

CoMILLA

M A D R 1 D

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

estricto (global)

Minimo local
estricto

v

Minimo local
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Optimizacion SIN restricciones min f (x)
Condiciones de optimalidad (i) xOR"

O Condicionnecesaria de 1° orden
v Six* esun minimo local de éntoncesiecesariamentdf (X ) =0
v Condicidén satisfecha también por cualquiento estacionario

O Condicionnecesaria de 2° orden

v Si x* es un minimo local degintoncesiecesariamenid*f (X)) es una
matriz semidefinida positivéequivalente a convexa, curvatura positiva)

O Condicidnsuficiente de 2° orden

v 'S Of(x)=0 yO%f(x) es definida positiva entomtess un nmimo
local estricto de f

d Condicionnecesaria y suficiente

v Sea fconvexa ydiferenciableen x* (si es dos veces diferenciable el
hessian@erasemidefinido positivo)x* es unminimo localsi y solo si

Of (X')=0 . x* es unminimo globalsi y sélo sif convexa en toda la
UN\VE\{S\DAD f‘""x PON

ICAI “geos ICATDII: i reg | (,) N
COMILLAS
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Matriz definida positiva

d Una matriz Aes definida positival x'Ax>0 para cualquier
vector no nulo X

] O bien si todos sus SON

1 O bien si (deternnantesde
orden 1,2,...,r{siendon la dimension de la matriz) obtenidos

afladiendo filas y columnas consecutivas desde el primer
elemento) son

2 1
Es [1° f y) =
(X, y) (1 2j
loes — 1 2
(7 f (X, =
e[ 2

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Matriz semidefinida positiva

d Una matriz Aes semidefinida positiva x'Ax=0 para
cualquier vector no nulo x

1 O bien si todos sus SON

1 O bien si de ordert,2,...n
(siendo rnla dimension de la matriz) son

son los determantes de klas
cualesquiera cruzadaen sus correspondientes columnas

a=fi=1 &=pg=12 &=}4=4

1 -3 -1
1 - 1 - 12 J.,.=|-3 12 6|=
= :3 5 - :3 5 — :12 1,2,3

12713 1j R B | 41‘ >3 16 j -1 6 4

J Es 1 -3 -1
0°f(x,y,z)=| -3 12 6
@

CoMILLAS -1 6 4
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Matriz definida negativa

d Una matriz Aes definida negatival x"Ax<0 para cualquier
vector no nulo X

1 O bien todos sus SON

1 O bien si los son,
, . etc.

A O bien si la mtriz -A(resultado de cambiar el signo de todos
los elementos) es

ONWERSIDAD 8888 PONTIE ¢

ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Equivalencias

Funcidn Funcidn
matrizdefinida matriz definida
(22derivada) Curvatura (22 derivada)
Minimo Maximo
Minimo Maximo

definida positiva (negativa)

Definida positiva (negativa)

Minimo (maximo) local

Minimo (maximo) local

N\\/EKS\DAD PR PONT:FICI
ICAI { i ICADE

COoMILLAS
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Ejemplo 1: Optimizacion SIN restricciones

f(x,y)=%x2+2xy+%y2—y+9

1 Gradiente = 0 es un sistema de ecuaciones

X+2y j_

- (X’y):[2x+ y-1)

con solucion(x,y)=(2/3,-13

g (1 2
0 Hessianc™ ' y){z 1} es matriz (n@es ni
semdefinida positivani semidefinida negativa)

Luego

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL



Ejemplo 1: Optimizacidon SIN restricciones

f(x,y)=%x2+2xy+%y2—y+9

0.5 +2x y+0.5 y>-y+9

ezsurf('0.5*x"2+2*x*y+0.5*y"2-y+9")

N\\/ERS\DAD _,of‘"'cx PON”FIC y
UC ICAI @ ICADE§ X
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Ejemplo 1: Optimizacidon SIN restricciones

f(x,y)=%xz+2xy+%y2-y+9

[X,y] = meshgrid(-6:0.5:6,-6:0.5:6);
z=0.5*"x."2+2*x.*y+0.5*y."2-y+9;

[px,py] = gradient(z,0.5,0.5);
! *y\ *yk A '
ezcontourf('0.5*x"2+2*x*y+0.5*y"2-y+9") contour(x.y.z): hold on
: : quiver(x,y,px,py)
e :‘H{'.s 4 -y+9 6 . T T ‘{\ T T ><\
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Autovalores y autovectores

Zj es maltrizfinida

1
2 1

O Hessiano*f (x,y) =£

J Sus autovalores soA

d Y los autove
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Ejemplo 2: Optimizacion SIN restricciones

f(x,y)=2xX"+y*—2xy+ 2 + x*

1 Gradiente = 0 es un sistema de ecuaciones
Ax - 2y + 6x* + 4x3j =

= (x,y):[ 2y — 2X

2 —
O Hessiancm?f (x, y):(4+12>_(2+ 1 22]

UNWERSIDAD 88 PONTIE
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS
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Ejemplo 2: Optimizacidon SIN restricciones

f(x,y)=2xX"+y*—2xy+ 2+ x*

[ezsurf('2*x’\2+y’\2-2*x*y+2*x"3+x’\4') J

2 x2+y2-2 Xyt+2 il

i A R U
1500 b, e
1000 Wl

5001

ERS\DAD,"""' PONT,
o ICAI @ ICAD:CM
CoMiILLAS
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Ejemplo 2: Optimizacion SIN restricciones

f(x,y)=2xX"+y*—2xy+ 2+ x*

(Tx.y] = meshgrid(-6:0.5:6, -6:0.5:6);

[pX,py] = gradient(z,0.5,0.5);
J contour(x,y,z);
\_ hold on, quiver(x,y,px,py)

[ ezcontourf('2*x"2+y"2-2*x*y+2*x"3+x"4")

Z=2*XN2+Y N2-2*X *y+2*X N3+X. M,

2 Py -2 x y+2 o 6
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Ejemplo 3: Optimizacion SIN restricciones

f(xy)=(x=-27+(y-1y

1 Gradiente = 0 es un sistema de ecuaciones

2(x - 2)} 5

[ y):(Z(y—l) :

con solucion(x,y) = (2,2)
. 2 0 .
d Hessuanomzf(x,y):(o 2] es matriz
e independiente del punto, luegoe

ERSIDAD 5850, PONT
o ICAI @ ICADI:ICIA
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Ejemplo 3: Optimizacidon SIN restricciones

f(xy)=(x=2)7+(y-1y

6e2) +(y-1)"

120
100
80
60
40

20

CoMILLAS
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ezsurf('(x-2)"2+(y-1)"2")
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Ejemplo 3: Optimizacion SIN restricciones

f(xy)=(x=2)7+(y-1y

[x,y] = meshgrid(-6:.5:6, -6:.5:6);
z=(x-2)."2+(y-1)."2;
] [pX,py] = gradient(z,0.5,0.5);

contour(x,y,2);

[ ezcontourf('(x-2)"2+(y-1)"2")
hold on, quiver(x,y,pX,py)

(x-2)"+(y-1)
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Ejemplo 4: Optimizacion SIN restricciones

f(x,y)=8x"+3Xy+ 7y° — 2%+ 3y — 2

1 Gradiente = 0 es un sistema de ecuaciones

16x+ 3y - 2
3x+14y+ 31

Of (%,Y) =(
con solucior(x,y) = (2.060- 2.65¢€

16 3

u Hessiananf(x,y):(3 14) es matriz

e independiente del punto, luegoe

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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Ejemplo 4: Optimizacidon SIN restricciones

f(x,y)=8x"+3Xy+ 7y° — 2%+ 3y — 2

EZSUIT('8*XA2+3*X*y+T*y"2-25%x+31*y-29))

B +3XY+T y-25 %31 y-29

S
R
oy R

S

SRSt
o e,
T

UNWVERSIDAD é@;; PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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Ejemplo 4: Optimizacion SIN restricciones

f(x,y)=8x"+3Xy+ 7y° — 2%+ 3y — 2!

/" [x,y] = meshgrid(-6:.5:6, -6:.5:6);
Z=8*X.N2+3*X.*y+7*y "2-25*x+31*y-29;
] [pX,py] = gradient(z,0.5,0.5);

contour(x,y,z);
\_ hold on, quiver(x,y,pX,py)

[ezcontourf('8*x"2+3*x*y+7*y"2-25*x+31*y-29')

8343 X y+7 y>-25 x+31 y-29
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Autovalores y autovectores

Q Hessianof(x,y)=

L.l‘ nN\/e
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Lagrangiano (i)

1 Sea el problema de optimizacic')mxin f(X)
Ax=b
siendoxOR", ADR™,bOR"
1 Se define el cono
L(x,A) = f (x)+ AT (Ax—Db)
siendoAOR™  |os
4 El lagrangianas un problema sin restricciones.

1 El problema con restricciones se transforma en otro sin ellas
con

J E de ambos problemas puesto querx=b

UNIVERSIDAD 8 PONTIR,
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Lagrangiano (ii)

 Condiciones de optimalidad de primer orden
OL(X,A")=0f () + ATA" =0

OL(X,A)=0 = . ,
O,L(X,A)=AX -b=0

y por tanto sk* es un minimo locadebe cumplir Of (x) = =A™

O En un mnimo local elgradiente de la funcion objeties una
combinacion lineal de los gradientes de las restriccipihes
multiplicadores de Lagrang®n los pesos.

4 Los nultiplicadoresrepresentan elambio en la funcion
objetivo paraun cambio unitario (marginal) en la cota de cad:
restriccion. En el caso particular de LP éstos recibian el
nombredevariables duales o precios sombra. Con esta
formulacion del lagrangiano los multiplicadoresultan con

@ oo signo contrario a las variables duales.
CoMiILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL Optimizacion no lineal - 37




Lagrangiano (lii)

[ Sea el problema de optimizaciOmin f (x)

g(xX)<0 i=1,..m
h(x)=0 j=1,..

dondef:R"-R ¢:R"-R
 Se define elagrangiano como

Lo A)= 109+ D A8 00+ Y 4y ()

dondeAOR™ WwOR'  son los multiplicadores de Lagrange.

es siermpreuna de f(X) para valores
factibles dexy valores conocidos de>0 (no negativos) y u
(libre).
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Ejemplo 1 (i)

min(x - 2y + (y — 1
X+y=-2
4 Punto optimo (-0.5,-1.5)

0 Gradientenf (x,y ) = zg‘/:i _ :2

(-0.5-1.5)

I
I
I
—~
=
=
—
LX-
L*
1
&)

(e-2) 4 (y-1)*

Optimo sin
restricciones

Optimo con
restricciones

PANE R S N S T

£

by

e b
///////‘:/_/ S o NN ",
s N N P n e o
K A A TS A A VoA & e N
K H AW N Tl L U
6 e A LY e NN

6 4 2 0 3 4
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Ejemplo 1 (i)

min(x= 2 + (y=1F + 4+ y+ 2 27+ -7 {1 2

min(x—2)2+(y—1)2(%<+y+ 2, i

UNIVERSIDAD 555 8 PONTIR,
ICAI { f ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA 5
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL L : ) X




Ejemplo 2 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y
X+y<s-2

(x-2)"+(y-1)
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Ejemplo 2 (i)

Lay]

min(x - 2)° + (y — 1Y
X+y<-2

‘,\\,Df (Xi’ yl)

S S e N P

o S T
gl vy R N
x?"\.e//////

bt Pt
Gradiente de la "

% oy
e T e TR e T P ™ /

P T -

L T SV TR - R L
-

A 3

perpendicular a las

_— | Gradiente de la f.o.
i
!
? curvas de nivel

e

O

R R AR BD

restriccion en la
frontera de la region
factible perpendicular
a dicha frontera
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Ot (x,y) =

Hg(x,y) =

2(x—2)
2(y-1)
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Ejemplo 2 (i)

min(x— 2y + (y — 1Y
X+y<-2

d En el optimo (-0.5,-1.5) ambos gradientes tienen sentidos
opuestos

O RN K %
P e g K &

e A Df(x*’y*):(Z(x—Z)j :(—SJ
(-0.5-1.5)

2(y-1) -5

. 491
—Ug(x .,y )=[_J

Of (X, y ) ==-A09(x",y )

B QR S A T R R A

120
—_ _A _1
6 5] |1 A=5
@ o 120
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Ejemplo 3 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y
X+y<-2
6Xx—-y<-18

(x-2)"+(y-1)
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Ejemplo 3 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y
X+y<-2
6Xx—-y<-18

N
2 f(x,Yy,)
A ?’(\\I
{ P
/ {’ LN
el O ool -
4_,_1_;;*4‘ » PN -
(—=20/7,6/7; ol M b =
L %
2 s e i
PRt e B A
Pt e . | "
ARt X . G A
X N L » N
P i 4 B *,
K / 4 N \
0 2 / 6
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Ot (x,y) =

0g,(x,y) =

1g,(x,y) =

2(x—2)
2(y-1)
1
-1
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Ejemplo 3 (lii)

X+y<-2
6Xx—-y<-18

A En el optimo (-20/7,6/7) e
expresar coi

EVENE N R .

6 T T
il
e T, T TR, T \/%2\/\( 7\&\
e T, T, e e WL e LS
e S S T T L .
“°'--.."°"‘-—\.""‘--\.“"--\."--\. et - LS 5
2 Dgz(x Y ) g
1 T T -

I I 1
6 4 ' - 2
N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,

ICAI { f ICADE
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min(x— 2)* + (y — 1Y

se puede
de los

. oy [2(x=2) _(—68/7
- (X & ) ) (Z(y_ 1))(—20/7,6/7) ) ( _2/7]

WA Y . .. (-6
—Dgl(x,y)=(_l) -Dgz(x,y){l)

Of (X, y ) ==-A00,(x,y )-A009,(X,y )
A, A, =0

~68/7 -1 -6
=A| |+, A =275

~2/7 -1 1
A, =1.12¢

A, A, 20
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Ejemplo 4 (i)

min(x— 2y + (y — 1Y
X+y< -2

X< -3

y<4

(e-2) 4 (y-1)*

|
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Ejemplo 4 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y

X+y<-2
X< -3
y<4
— 0 W)
6:::2&335/%{\ RWEFL, ‘Dgs(X41y4)

. =

! !\% ,EK |:|f =(2(X_2))
O = oy-1y

E : 1

- Hg,(x,y) = (1]

: 1
|:|g1 Xz’ yz) 19, (X, Y) (O]
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Ejemplo 4 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y
X+y<-2
X< -3

y<4

d En el 6ptimo (-3,1) efjradiente de la f.cse puede expresar
comoconbinacion linealde los gradientes de las restricciones

activas cambiados de signo

B

T

% \'\‘—

* *

105(Xs, yz)\

COoMILLAS

M A D R 1 D
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) 2(x—2) 10

BESS (2( _1)131) ( O]
A -1 A -1
—Dgl(x,y){_lj —Dgz(x,y){o)

. 4 0
—0g,(X,y ) = (_J

Df (X* 1 y* ) = _Alljgl(X* ! y* )_/‘ZDgZ(X* ’y* )
A,A,20

-10 -1 -1 A, =0
=A + A,
0 -1 0 A, =10

A, A,20 A,=0

O Laprimera restricciomssuperfluaSolucion degenerada
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Condiciones necesarias con restricciones de
desigualdad (i)

1 Sea el problema min f (%)

g(x)<0 i=1,..m

dondef:R" - R g:R"- R
d Sea x un punto factible
1 ={i/g,(x)=0} el conjunto de restricciones
fy {g.i01} diferenciablesnx*
{g,i01} continuas en x*
{0g.(x)} . linealmente independientes

UNIVERSIDAD 8 PONTIR,
ICAI %88/ ICADE
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Condiciones necesarias con restricciones de ~ minf(x)
desigualdad (i) g(x)<0 i=1,..m

d Si x* es minimo locaéntonces existeunos escalardg,,i0l}
tales que
a Of (X)) +Z/]i*|]gi (X)=0

i0l
A =0 Oidl
1 Ademas si las funciongs..idl}  son diferenciables en x*,
Si X* es optimo locaentonces
0f (<) + Y. A 0g, (X ) =0

i=1

* N — R Condicion de
[ /]i 9 (X ) =0 1=1..m ]/ complementariedad

/]i* >0 i=1,..m de holguras

 Restriccidon no activa» multiplicador O.

@ SRy : L
COMILLAS Restriccion activa» multiplicador puede ser o no O.

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Condiciones necesarias con restricciones de
desigualdad (iir)

1 Sea el problema
mxin f (X)
g(xX)<0 1=1,...m

icionesnecesariagie ":z_ ‘ush-Kuhn-T1 (KKT) de
primerorden para tener un optimo loca

4 m N

Gradiente de f.o.: * * *
combinacion lineal de [ Lf (X ) K Z/]i Dgi (X ) =0 Condicion de
gradientes de L i=1 ) / complementariedad de
restricciones ( * N - ) holguras
¥ . AI gl(X)_O I_l,---m 1 1A H

cambiados de signo ) Restriccion no activa A=0
[ (X*) <0 i=1 ) Restriccidn activa A+0
Punto factible — | 9 — = LM )

A =20 i=1,..m

NVE SIDAD ¢ ONT C
ICAI g& i ICADE
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Condiciones necesarias con restricciones de
desigualdad (v)

4 Sea el problemézmin f (x)
g (X)<0 i=1,.m
H El lagrangiansera iy j)= f(X)J,i/]igi (%)

A =0
[ La condicion de optimalidad para el lagrangiano sera
O,L(X,A")=0f (X )+ > AOg (X )=0
OL(X,A)=0 = il
0,L(X,A)=g(X)=0 OOl
la 22 corresponde a la definicion de restricciones activas

 Para considerar todas las restricciones lo expreso como
Ag(X)=0 i=1,..m

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL



Condiciones suficientes con restricciones de
desigualdad (i)

d Silaf.o.es o la es
puede haber puntos que verifiguen las condiciones necesarl

 Seax* un punto factible
1 ={i’g(x)=0} el
fy{g.iOl} ’ erstoda la region
factible

4 Si existen unos escalangsioi} tales que
Lf (X*)+ZAiDgi(X*) =0

il
A=0 OOl
entoncex* es

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Condiciones suficientes con restricciones de
desigualdad (ii)

1 Condicion de

Alternativamenteen lugar de poner la condicion de duygg,,iC!1}
sean convexasdiferenciables en x* se puede expresar

también como que & L) =)+, 49X,
siendoA’ los multiplicadorete Lagrange de las restricciones,
tenga un DPL(X) =02 f (X)) + ) ATPg.(X) que sea una
matriz enx.

 Las condiciones suficientgsra el se
traducen emue la funcion gea en el punto, las

restriccionesio canbian y los

UNWERSIDAD 888 PONTIE )
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Condiciones necesarias con restricciones de igualdad
y desigualdad (i)

1 Sea el problema

mxinf(x)
g(xX)<0 1=1,..m
h () =0:=s)= 1,...|

dondef:R" - R g :R"-R
1 Sea X un punto factible
| ={i’g,(x)=0} el conjunto de restricciones activas
fy {g.i01} diferenciables en x*
{g,i01} continuas en x*
{h.i=1..J} continuamente diferenciables en x*
{0g,(),i010N (x),i=1..J} linealmente independientes
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Condiciones necesarias con restricciones de igualdad
y desigualdad (i)

d SI x* es entonces existemnos escalares
(Aiohu,i=1.)} tales que

0f () + Y ADg, (X) + Y 44, 0h; (X ) =0

il j=1

A =0 OiOl

d Adenés si las funcionégs.iCl}  son diferenciables en x*, si )
es entonces

0 () + A0 (X) + X 4,0y () =0

Ag(x)=0 i=1,..m
A=20 i=1..m

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Ejemplo 5 (i

xay) — 9y—(£l,’—5)2

f

Y

min
X

—z" +y <0

y <0
r—1<0

_x_

£h

L
_._.fr_—ﬂ,r

L
e

St

r
B .-_-Ar

L I_...i.
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e
L0
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5
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o
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Ejemplo 5 (il

. i
-wafﬁﬁﬂx

'Abﬂ&ﬂﬂmfﬂ-
e e
JJJJJJ
P e

0.5
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T e fxzfxff

L
ﬂfiammﬁfmﬁﬂx-fﬁ

R

W >4
S .
; 2 ; s
Hfﬂ#g' EATE
ST AT ST R
i ? W
TR A e
Ea B
T e T A e
A e L e
B s R S e
B e
Tl A S e
e R R
e e e e e
e R e R R S
e e S R e A
T L e R R
e i A
A o e S R N
G R
T i ol s s i A
0.5 1 15 2

min f(z,y) = 9y — (z — 5)’
T,y

—z* +y <0

—z—y <0

r—1<0

Punto C (0,0,1,10,0) f.0.=-25

Punto A (1/2,-1/2,0,9,0) f.0.=-24.75

Punto B (1,-1,0,9,1) f.0.=-25
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Ejemplo 5 (i)

xyngiPA L(2,y, M50, 0) = 9y — (2 = 5)" + N (2" +y) + M (—z —y) + \(z — 1)

 Lagrangiano para los valores
de los multiplicadores

correspondientes al punto A
E*---..__.______.(1/2,-1/2,0,9,0)

9 y-(x-5124H0 (-2 Hy14 (g 40 (x-1)

Funcion no acotada

CoMILLA | v X
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Ejemplo 5 (iv)

min L(z,y, A, A, A) = 9y — (2 = 5)" + A (—2” +y) + (-2 —y) + Mz - 1)

$y>\1)\2)\3

 Lagrangiano para los valores de los multiplicadores
correspondientes al punto A (1/2,-1/2,0,9,0)

2 %
1.5 e
1 ==
05 P i
0 ~223-| Punto A (1/2,-1/2,0,9,0)
os =
: ==
1e e
N\VEKS\DADI".“' PONT’FIC/ ::::
ICAI { % |CADE -22 5
CoMILLAS
M A D R | D
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Ejemplo 5 (V)

min  L(z,y, A\, A, Ay) = 9y — (2 — 5)2 + Al(_x2 +y) + M2 —y) + Mz - 1)

9 y- (5517 H (249 )+l (1)

T,Y,N N9,
20 .
-30 -
-40 - #.r}%’ i
50 o ,#f{#%% o
: iy
ey _ !‘;’ﬁéﬁﬂ

P
UNIVERSIDAD B8 PONTIE ¢, -5

ICAI

Co

{, % ICADE

Maree

MILLAS | !

"Jf'rf 7
ﬂ‘g#ﬂl'; i 7
b,
R
gy

i

 Lagrangiano para los valores
de los multiplicadores
correspondientes al punto B

o - (1-1,091)

Funcion no acotada
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Ejemplo 5 (vi)

min L(z,y, A, A, N) = 9y — (2 = 5)" + A (=2" +9) + M(-z —y) + \(z - 1)

$y>\1)\2)\3

 Lagrangiano para los valores de los multiplicadores
correspondientes al punto B (1,-1,0,9,1)

2 = ]
15 -
| :
05 R
4 ]
05
Punto B (1,-1,0,9,1)
-1
-1.5
H(S\DAD!"."' PONT|
o ICAI { ¢ ICADI:ICI '2_2
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M A D R | D
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Ejemplo 5 (vii)

xyrl;\li/\rlA L(m, 9, A5 X0 ) = 9y — (2 = 5)° + A\ (=2" +y) + A (-2 —y) + (2 — 1)
5 -2 H D ey (et  Lagrangiano para los valores
de los multiplicadores
correspondientes al punto C

[ Funcidon no acotada J

D PO :
UNWVERSIDA é@;}‘ NTiFic, , -5 A
0.

CoMILLAS ! "
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Ejemplo 5 (viii)

min L(z,y, A, A, N) = 9y — (2 = 5)" + A (=2" +9) + M(-z —y) + \(z - 1)

$y>\1)\2)\3

 Lagrangiano para los valores de los multiplicadores
correspondientes al punto C (0,0,1,10,0)

2

1.5

Punto C (0,0,1,10,0)

1

0.5

0

0.5

-1

-1.5

N\\/ERS\DAD PR PONT:FICI
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M A D R 1 D

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Condiciones necesarias con restricciones de igualdad
y desigualdad (iii)

 Sea el problema mjn f (x)

Gradiente de f.0.:
combinacidn lineal de
gradientes de
restricciones
cambiados de signo

\

Punto factible

g(xX)<0 i=1,..m

h(x)=0 j=1,.]

IcloNes nhecesarias rk ch_l
primer orden para tener un optimo loca
4

Df(x)+z/1 (g, (x)+z,uJDh (X)=0
= J

/1 g(xX)=0 i=1..m

gi(x)_O i=1..m A
h(xX)=0 j=1,.] )

Nvg DAD:"‘““' PONTIF c
ICAI { i ICADE

COoMILLAS

A =0 i=1..m
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Condicioén de
complementariedad de
holguras
Restriccion no activa A=0
Restriccion activa A+0
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Condiciones suficientes con restricciones de igualdad
y desigualdad (i)

 Sea x* un punto factible
| ={i/g,(x)=0} el conjuntode restricciones activas

fy {g.i0Ol} erstoda la region
factible

d Si existerunos escalares,.iol;u,j=1...1}  tales que

0 () + Y A0 () + X440, (x) =0

Tal =

A =0 OiOl
de modo que;isea en toda la region factible ;>0
y h sea en toda la region factible 4, <0 |, entonces

X* es
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Clasificacion métodos optimizacion SIN restricciones
segun el uso de derivadas

1 Sinderivadas
v' Método de blasqueda aleatoria
v Métodode Hooke y Jeeves
v Método de Rosenbrodkelascoordenadas rotativas o ciclicas)
v Método de Neldey Mead (simplice)

_ Primeraderivadasdradiente)
v Método de maximo descengsteepest Descent)
v' Método del gradienteonjugado (Flectcher y Reeves)

1 Segundasglerivadaghessiano)
v' Método de Newton

v Métodos cuadNewton(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno BFGS,
Davidon-Fletcher-Powell DFP)
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Metodo de Newton para funcion unidimensional (i)

[ Los algoritmos de interpolacion realizan en cada iteracion ur
f, en el punto xconsiderad@n
dicha iteracion;
. Par&iacerlo necesita evaluar las primeras derivadas c
la funcion erx,.

[ Este nétodo ajusta, en la iteracitnuna parabola(x) fax) vy
tomax,, , como el vertice de dicha parabola

A(%.0) = F(6) + F1(%) (X = %) +% F (%) (X = %)

: _ _, _ (%)
0 (%) =0= Xy = % (%)
4 El algoritno lbajo ciertas
condicionesperoes ¥ suele ser necesario tomar
@ precauciones e inclugrotecciones.

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Metodo de Newton para funcion unidimensional (ii)

f(xX)=(x-1)°+2(x-1f + < f'(x)=3(x-1F +4x-1) f"(X)=6(x-1)+4

Secuencia de puntos

X, = —0.75

X, =%~ %) - g 413

f"(%) Wy
x, = —0.337¢ _
x, = —0.333:

NVE SIDAD ONT C
ICAI { i ICADE
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Procedimiento general de optimizacion

1 Genera una secuencia de puntos hasta convergencia
v’ Partir de urpunto inicialx,
v' Buscar unalireccionde nmovimientop,
v' Calcular ldongitudde pasa,
v' Actualizar alnuevo punto, ,

Xera = X T A Py

N\IER SIDAD .1'"."' PONTIF C
ICAI { /‘ ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL Optimizacién no lineal - 74




Condiciones de cada iteracion

X1 = X T4, Py

d Elegir el nuevo punto de manera que el valor derla
F (%) < T(X)
Px

v' La direccion es descenden p'[f (x, ) <0 _p'Of(x) .

v El descenso es suficier(ieectores no ortogonales | pl T ()]

v La direccion de movimiento esta relacionada con grad| gl > mof (x, )|
Oy

v El descenso es suficiente ( )

f (%) < T (%) + g, peOf (%) 0<p<1
v Descenso no demasiagdequefio

Por ejemplo, se defing cono una secuencia 1, Y2, ¥4, 1/8, etc. Se van utilizando los
valores de la secuencia empezando por 1. Sigrdrae satisface la condicion anterior
se para, si no se utiliza el valor siguiente

v Minimiza el valor de la funciém
(line-search methods)

UN\VE\(S\DAD{E@%PONT ,,,,, a mln F (a) = f (Xk + apk)

ICAI ICADE a>0
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Método de Rosenbrock o de coordenadas ciclicas

 Consiste en partir de Xpy minimizar la funcionf en la
direcciond, =(1,0,0,..,0 (

); alcanzado el puntg, gue minimiza la
funcidn en esa direcciore minimiza en la
direcciond, =(0,1,0,..,0 padeterminar el puntoyy asi
sucesivamente hadtagar al punto X, en que se vuelve a
minimizaren la direccioni, =(1,0,0,.. ,0

[ El proceso se repite hasta alcanzar la precision deseada.
> los otros métodos aprovechan mejor
las direccionedgetectadade mejora, pero es bueno para
de lo que son métodos de busqueda.
Cada busqueda unidensional puede ser

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Gradiente (li)

2 2
= + + — + - 2!
V T4 y) =8x"+ Iy + 7y = 2%+ 3y = 2 | Curva de nivel
P R EANANEY T T D e
- e ar. a RS IR E SN R v
oM CWCRCR R R AT L O o T A7 1 _—1 Vector gradiente
ARG TR N S R NS TS IR s e
WAL, Pl SR e, R el S PRl F NG
e . S N e BNEEE F i e A
[f (2,3)= — R I S ~ El de una
1.5 e e RpKER vkt =i £ 7724 funcién da la
e 5 e N #o A
e b P LK P
: - Fe ETLAr S 16X+3y 2
7 v ) Of (x,y) =
o . 3 3x+14y+ 31
¥ - .
—63) .
Of (=2,-2) = e Wi O, M -
-4}"’&‘"#"#".-;&"#’ 7
e e e e e
Bfﬂﬂf’lff"g
-G -4 B X
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Método del maximo descenso

I No requiere el uso de segundas derivadas. Por tanto, es po
COostoso computacionaénte.

O Tiene uneconvergenciamas lentalineal.
U En generalyno se debatilizar.
0 Se aproxima la funcion por la serie de Taylor de primer orde

A Ladireccion de busqueaesultantgoara minimizar al maximo
la funcidn es lapuesta afjradiente de la funcion

P = —0f (%)

\)N\\/ERS\DAD A PONTIR ),
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Ejemplo 1

f(xy)=(x-2y+(y-1y mlglF(a')—f(Xk+U|Ok)
2(X, -Z)j
= —Of (X, Y ) = -
pk (Xk yk) (z(yk _ 1)

4 Punto inicialx,=(0,0)

d Direccion demovimientop,=(4,2)
minF (a) = (4a - 2Y + (- 1y = 2@r° - 2@ +
F'(a)=0
400 - 20= 0
a=0.5 P % N

4 Siguiente puntey, = X+, p=(2,1) P

3 Direccién demovimientop,=(0,0) o

d Se ha llegado a ya due el gradiente es O

Nvg DAD:"‘““' PONTIF c
ICAI { i ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Ejemplo 2 (i)

f(x,y)=8x"+3Xy+ 7y° - 2%+ 3y — 2

16xk+3yk—25] minF (@)= 1(x +ap,)
1

= ~0f (X Vi) = =
Py (X Yie) (3xk+l4yk+3

d Punto inicialx=(-4,4)

d Direccion demovimientop,=(77,-75)
minF(a)=8(-4+ 7T Y+ 3¢ & 7¢ )4 758 ¥
’ 7(A- 750 Y - 25C 4 7@ ¥ 31(4 6 ) 29
6948° — 11554 + 387
F'(a)=0
1389647 — 11554 0
a =0.0831

Q Siguiente punt@-4+0.0831x77,4-0.0831x75)=(2.402,-2.236)

ERSIDAD 5850, PONT
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Ejemplo 2 (ii

d Direccion de movimientp,=(-6.726,-6.905)

mainF(a):8(2.4— 6.r j+ 3(2.4 64 ¥ 22 &P+
7(-2.2- 6.9 §- 25(2.4 64 % 3H 22 @9-)

D EtC . 8x+3x y+7 y2-25 *+31y-29

DAY
SOEETTUR LY
e

Sy
Onp ALY
S

S
e
SRR e,
e
et oantl,
e
\\\\\:\\\\“‘\;x?‘:“
SaEe.
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Ejemplo 2 (i)
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Ejemplo 3 (i)

_ P 10 1
O 0O 25 -1

1 Para funciones cuadraticas, el optimo se puede determinar
CONMO [Of(x)=Qx-b=0 Y, por tant 1

XRE@QED=| —1/5
-1/25

1 La direccion de maximo descenso p, = -0f (x ) = —(Qx, —b)

[ Si se utiliza una busqueda unidimensional exacta el valor
resultante de es

__Of (%) p
‘ P QP

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Ejemplo 3 (i)

1

0
X, =| 0 f(x)=0 0Of(x)=|1 a,= 331= 0097
0 1

1 Punto inicial

1 Se utiliza lanorma 2 del gradiente como medida de la
convergencia|of g, j=+ 2+ £+ 2 =173

1 Nuevo punto

— 0097 0903
X, =X tdoPy =| — 0097 f x, )=-0145 [If(x,)=| 0516 | a,= 0059
- 0097 - 1419

d Norma 2 del gradient@if = 1760

UNIVERSIDAD B8 PONTIE ¢,
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Ejemplo 3 (iii)

d Nuevo punto.  /_ 5150 0850
X,=|=0127|  f &, )=-0237  Of(x,)=| 0364
- 0013 0673

d Norma2 del gradientdf , )= 1144
1 Etc.

A El proceso contintia hasta que la norma 2 del gradiente se h
suficientemente pequeiia (inferior a una cierta tolerancfa, 10
por ejemplo). En este ejemplo se necesitan
hasta alcanzar esta tolerancia.

UNIVERSIDAD 8 PONTIR,
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Convergencia del método del maximo descenso para
funciones cuadraticas

[ La convergencia del método de maximo descenso para una
es
lineal.La
se puede acotguperiormente de esta manera:

f (%) = F(X) _ (cond@ > 1}2

f(x)=f(x) (condQ)+1
donde el A que se define
COMO cond(A) =[AUAY YA, =4, (A'A) , SIENdOA" A) el
de la matriz AA.
J Si Aes una gand(A) = A, /A,

siendo 4y A, el mayor y menor autovalor respectivamente. E
el ejenplo anteriorcondQ) =25

d Un Indica que la
o g o, es . ParandQ) =10c este metodo

ICAI % |CADE

CoquS meiora lasolucidon como mucho del 4 % en cada iteracion.
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Numero de condicion

d Mide la de la solucidn dan sistema de
ecuaciones lineales

UNWERSIDAD 888 PONTIE )
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Convergencia del método del maximo descenso para
funciones no lineales generales

 Para funciones no lineales generalesola es
también con esta cota superior
condQ)-1 i
condQ)+1

donde ahorQ=0%f(x) es dlessiano de la funcion en la
solucion.

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Metodo de Newton para resolucion de un sistema de
ecuaciones no lineales (i)

N sistemale ecuaciones no lineales

f, (4,4 %) =0
f,(x,...,x,)=0
f (X,...,x)=0
la funciénno lineal en cada

punto (iteracion), utilizandla expansion en serie de Taylor de
primer orden

f (% + P = F(x)+Of(%)" by

f(x)=f(x)+0f(x) p =0

P = =0f (%)™ (%)

X = %+ P =% —OF 04) ™" (%)

s g o, d of " =(0f,(x0) OfL,(x) ... Of,(x)" Jacobiano de la funcion

ICAI %88/ ICADE
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Metodo de Newton para resolucion de un sistema de
ecuaciones no lineales (ii)

- Converge cuadraticamercgaando el puntesta proximo a la
solucién

d El jacobianade la funcidon erada punto debe ser no singular

\)N\\/ERS\DAD A PONTIR ),
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Metodo de Newton para resolucion de un sistema de
ecuaciones no lineales (ii)

f, & X )= XX, + X+ 2%, -3=0
fz Q(l %5 )= XX~ K —4x,+6=0

of, of,
0f (%, %) = ox, 0x, | (3x+7 5¢—-9
T o ot |3k +2 B -4
0x, 0X,

RV 5%, —9) ' ((3%,X, + 7X, + 2X, = 3
Tl +2 B, —4) | BX,— 9%, —4x, +6

(1
3 Suponemos como punto |n|C|a;I=(2)

ooy 3T 5x, =9\ (XX, + Tx, +2x, -3 (1) (13 1\ '(14) (-1375
1Tl +2 5x-4) | mxx, - -4x,+6) (2) |5 1) (-1)7( 5375

[ Despues de 8 iteracionelpunto toma el valor aproximado de

~ @ =[ 2 ylas funciones toman valor 0.
COMILLAS ° o1 ,
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Metodo de Newton para optimizacion

1 Se aplica el método de Newton de resolucion de un sistema
ecuaciones a leondicion necesaria de optimalidad de primer
orden.Of(x) =0

A El jacobiano de esta funciam(x) es el hessian@)

A Iteracion X, = X+ p = %~ 02 (x) T Of (%)

 Donde p (la ) se obtiene mediante la

¢

) en lugarde calcular la inversa del hessiano.
0% f (%) P = =0f (%)

ERSIDAD 5850, PONT
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Ejemplo 1 (1)

f(xy)=(x=2)+(y-1y
(2(% -2) ) (2 0
Df(xk,yk)—(z(yk_l)j [ f(xk,yk)—(o 2)
 Punto inicialx,=(0,0)
d Direccion demovimientop,=(2,1)

_ (2 O (-4)_ (05 DO\ -4_
v ) (B0 o3
d Calculo dex,
rnainF(a):(Za—2)2+(a—1)2: oo — 10r+ !

F'(a)=0
100-10=0
\WERSIDAD 38588 PONT/) 0’ = 1
o EICAI {%& ICADE A
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Ejemplo 1 (i)

4 Siguiente punto, ;= X, +a, P, = (2,1)
d Direccion demovimientop, = (0,0)
d Se ha llegado &t ya que el gradiente es 0

uN\"E“S‘DAD 8 PONTIR,
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Método cuasi Newton

asociado &alculary
almacenael hessiano y a resolver el sistema de ecuaciones

lineales.
 Basados en aproximar el hessiano de la funcfétx,) en
cada punto por otra matriz B mas facil de

calcular.Los diferentesnétodos cuasi Newton difieren en la
eleccion déB, y en su actualizacion.

d Ventajas:
(héssiano), utiliza
en la aproximacion de, B
v’ La direcciénde busqueda smiede calcular con

 Desventajas:
v La ya ,dteraciones menos costosas

. Auegono son aptos para

ICAI %88/ ICADE
COMILLAS able randes

nd? e
momAmsprRemeps  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENTERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Calculo de la matrizB

[ Condicion de la secante?f (x, )(x, - x_,) = Of (x,) - Of (x_,)
B, (X = X)) = U (X)) = Df (X_,)

 Para una funcidon cuadratica el hessiano Q satisface esta
condicion,luegola aproximacion es exacta.

d Definiendos, =x.,,—x, W, =0f (x.,,) - Of () entolB,..s. = Y.

d En los métodos cuasi Newton la maijzse actualiza en cada
iteracion
B..,= B, + actualizacion

4 La inicializacbn de B suele ser la matriz identid&d-I.

UNWERSIDAD 888 PONTIE )
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Procedimiento método cuasi Newton

1. Especificacion de una solucion inicigly de una
aproximacion iniciabl hessian®,

2. lterark=0,1,... hast@&ncontrata solucion optima

v Calcular la B.p, =-0f (x.)

v Hacer una para determinarX., = X, +a, p,
v/ Calcular s, =X, = X, y, = Of (X)) — Of (x)

v' Actualizar la

B...= B, + actualizacion

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Actualizaciones de la matriz B,

A Actualizacion (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

T T
Bk+1 — Bk _ (Bkar)(BkSk) + ykTyk
Sc BiSc Yi

A Actualizacion (Davidon-Fletcher-Powell)

T T
Bk+1 = Bk — (Bksfr)(Bk%) + yl;yk n
S< Bk% yk%

Y _ BS
YeSc  SBiS

(S¢ BeS Uy, U, =

d En anbasactualizaciones para garantizar qye, Bigue
siendo definida positivee debe cumpli/s, >0  condicion
gue se debe garantizar controlando la busqueda
unidimensional.

4 La matriz B se aproximada mas al hessiano en cada iteracio

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Programacion no lineal

 Sea el problemémin £ (x)

g(x)<0 i=1,..m
h(x)=0 j=1,.]

f,gi,hj:Rn - R xOR"

dondef, g y h son funciones diferenciables con primera y
segunda derivadas continuas.

dSila es y la es
en toda la region factible cualquier es
también
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Metodos de programacion no lineal (NLP)

* minimizan una funcion relaciona

con el lagrangianque tiene el mismo minimo
 Métodos de y
 Meétodo del
 Meétodo de

qmantienen factibilidad al partir de un
punto factible y mverse en direcciones factibles

v' Generalizacién del método simplex de LP. Resuelven una secuenci
de subproblemas con un conjunto de restricciones activas que cami
en cada iteracion.

v Inconvenientes: seleccién del conjunto de restricciones activas y
dificultad de satisfacer las restricciones

e Meétodo del

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Metodos de penalizacion

1 Resuelven un problema NLP resolviendo una secuencia de
problemagle optimizacion sin restricciones. En el limite la
solucion de ambos problemas es la misma.

A En la funcion objetivo se incluyen unas penalizaciones que
miden las violaciones de las restricciones y ademas unos
parametros que determinan la importancia de cada restriccic

(métodode )
Penalizan lariolacion de una restriccion. Se mueve por puntos infactibles
Mejor para restricciones de igualdad

tmétodo de )

Evitan quese alcance el contorno de una restriccion. Puntos estrictament
factibles.

No son validos para restricciones de igualdad

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Metodo de penalizacion (exterior)

J Sea el problemimin  (x)

g(x)=0 i=1,..m
] Se define la

W9=2Y ,09° =909 909

d El problema original se transforma en
mxian(X,,Ok): f (x)+ o (X)

siendop,, el , un escalar positivo
gue crecemonotonamente hacia

A Al avanzar las iteraciones los 0ptimos se mueven hacia la
region factible
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Metodo de penalizacion (exterior)

1 Condicion de optimalidad de la funcion de penalizacion

0f (x(0)) + pz (g, (x(0))g, ((0)) =0

d Definimos A =A(p) = pg (x(p))

1 Entonces, las condicionds optimalidad de la funcion
original son

O () + Y. A (P)Ig, (x(0)) =0

Ai (10) :pg|(x(p)) I = 1’ M
A(p)=z0 1= 1.m

ERSIDAD 5850, PONT
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Metodo de penalizacion (exterior)

A El hessiano del problema penalizado puede dar un niumero
condicion elevadcim(x(p), o)
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Ejemplo 1 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y
X+y=-2

(x-2)"+(y-1)

ST
C OMILLAS
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Ejemplo 1 (i)

min(x - 2 + (y—1)2+%p(x+ y+ 2f

1 Condicion de optimalidad de primer ordemx) =0

2(x=2)+p(x+y+2)=C (= 4-p _2-3p 5= 100
2(y-1)+ p(x+y+2)= 0 2+20 7 2+2p “2+2p
d Parap=1 (x,y)=(0.75-0.25 A=25 A
dParaF2 (x,y)=(@/3-2/3
dParagF4 (x.y)=(0-1 A=4

d Para /¥8 (X,y)=(-2/9-11/9 > Cada uno es una
optimizacion sin
 Para 716 (x.y)=(-6/17-23/17 A=80/17= 4.

restricciones
1 Para =32 (x.y)=(-14/33-47/33
d Para =64 (X.y)=(-6/13-19/13 A =64/13= 4.9:

@ O Parago (X,Y)=(-05-15 A=5 /
COMILLAS P
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Ejemplo 1 (i)

(-2) +(y-11740.5 (xky+2) (x+y+2)

o0=1 A1 =25

{){-2}'5+[y-1 ¥+8 (+y+2) (+y+2)

A =80/17= 4.1

N\\IERS‘DAD f‘%"‘ PONT’FIC/ o s
ICAI { % ICADE -6 7} 2 0 2 4 s
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Ejemplo 1 (iv)

 El hessiano del problema penalizado es

D27(x(p).p) = (”’ zfpj

d Para gl Onax(p).p) = :j cond(C2m) = A A, =4[2=2

6 4 , .
46 cond(lm) =A, /A, =10/2= ¢

18

 Para 716 Dax(p).p) = D

16 , -
18 cond(0°m) = A, /A, =34/2= 17

(0))

66 64
) cond(0°m) = A,/ A, =130/ 2= 6¢

64 66

s
d Parap=4 Dinx(p),p) =(
b
 Para 564 Din(x(p).p) = (

PO
,.--a.% NTiFic, ,
ICAI % |CADE

COMlLLAS
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Metodo barrera (penalizacion interior)

J Sea el problemimin f (x)

g(x)=20 i=1,..m
] Se define la

m . m 1
AX) = _élog(gi (X)) ODIEN g0 Z;‘ gi(x)

v Es una funcidrontinuaen el interior de la regién factible que se hace
o al acercarse al contorno

U El problema original se transforma en
min7z(x, 4, )= T (X)+ 4 p(x)

siendo g, el , un escalar positivo que
decrecanonotonamente hacia O

A Al disminuir el parametro los puntos se acercan al contorno
COMILLAS la region factible

vomAmorrRemon ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL
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Metodo de penalizacion (exterior)

[ Condicion de optimalidad de la funcion barrera

I (x) - ,uz Dgg'(g())() =

d Definimos 4 =4 (1) =

—H
g; (%)

A ()G (x) =-u

1 Entonceslas condicionegle optimalidad de la funcion
original son
O (1) + A (1) g, (X(12) =0
AW (X)) =-4 i=1...m
A () <0 i= 1. m

o e
COMILLAS
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Metodo de penalizacion (exterior)

A El hessiano del problema penalizado puede dar un niumero
condicion elevadcZma(x(u), 1)
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Ejemplo 1 (i)

min(x - 2)° + (y — 1Y
—X—y=2

(x-2)"+(y-1)

ST
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Ejemplo 1 (i)

min(x - 2" + (y -1 - ¢ logE-x -y - 2;

1 Condicion de optimalidad de primer ordefi(x) =0
Y x=2s L fioor i y=-Talfio0rie A=—£

2(y-1)+ ul(-x-y-2)=0 4 8 CX+y+2
d Parau=100  (x,y)=(-4.4039- 5.403¢ 1=-12.807¢ )
 Para #20 (X,y)=(-1.8117- 2.8117
 Para #4 (X,y)=(-0.8508- 1.850¢ } =-5.701¢
d Para#0.8  (x,y)=(-0.5776- 1.577¢€ > Cada uno es una
optimizacion sin
d Para £0.16  (x,y)=(-0.5159- 1.515¢ A =-5.031¢ restricciones

[ Para #£0.032 (x,y)=(-0.5032;- 1.503:
d Para #£0.0064 (x',y ) = (-0.5006;- 1.500¢ A =-5.001

@ O Par (X,y)=(-0.5-15 A=5 /
CoMILLAS ara 0 |
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Ejemplo 1 (i)

(x-2).7 +(y-1)." =100 log,(-x-y-2)

A =-12.807¢

,ulOO'

3
2
1
a
et
2
3
4
5

5 \\ \ 0
(-4.4039;- 5. 403C

(x-2)7 +(y- 1.7 -0.16 log, (- x-y-2)

u=016

= -5.031¢

(-0.5159; 1.515¢

@
CoMILLAS
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/J:

& & ES [ ) a o - i) v

W-27 +y-17 -4 log, (- %-y-2)

4 A =-5.701¢

(—0.8508;- 1.850¢

-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4
b

(x-2)% +(y-1)." -0.0064 log, (-x-y-2)

0.006<

A =-5.001

(-0.5006- 1.500€

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL
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Ejemplo 1 (iv)

 El hessiano del problema barrera es

: _(2+pl(xry+2F  plxry+ 2
Dxﬂ(X(,U),,U)—[ Ll (X+y+2)° 2+ ul(x+y+ 2)2j

Jd Para #£100 Din(x(,u),,u)=(i'gj ;'gj cond(0277) = A,/ A, =5.28/2= 2.6«

10.127 8.12
 Para #4 Diﬂ(X(ﬂ),ﬂ)=(8_127 10_127; cond(0?7) = A,/ A, =18.25/2= 9.12

160.24 158.2
4 Para £0.16 Diﬂ(x(ﬂ)’ﬂ):[ﬁ&m 16023 cond(T277) = A,/ A, =318.48/ 2= 159.2
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Metodo del lagrangiano aumentado (i)

A El mal condicionamiento de los metodos anteriores puede

mejorarsancluyendo los multiplicadores en la funciéon de
penalizacion.

1 Los algoritmos ahora deben actualizar tanto las variables co
os multiplicadores.

 La convergencia es mas rapida gue en los metodos anterior

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Metodo del lagrangiano aumentado (ii)

1 Sea el problemamin f (x)

g(x)=0 1=1,..m
A El 6ptimo del lagrangiano coincide con el del problema
anterior si el punto es factible
minL (9 = f (x)+Ag, (X

i=1
g(x)=0 i=1,..m
[ Resolvemos este problema por el método de penalizacion

exterior m m ,
minAK)= £ )+ 19,0+ 0,2 [, (]

 De forma general

minA(x,4,0)= f (x)+A'g (X)+%pg (x) g(x)

ERSIDAD 5850, PONT
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Metodo del lagrangiano aumentado (iii)

d Elegir valores de, 4,

 Prueba de optialidad. Si se verifica se detiene el algoritmo.
OL(x.,A,)=0

1 Resolver el problema no lineal sin restricciones y calcylar
min A, 0= F 6+ A 96)+2 0,9 () 9x)

d Actualizari., Yo
A = A+ PI(Xein)
P ha de ser mayor que

ERSIDAD 5850, PONT
o ICAI @,@ﬁ ICADI:ICIA
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Programacion cuadratica secuencial (i)

1 Sea el problememin f(x)
g(x)=0 i=1,..m

d Formulanos el Iagrangianomim_(x): f(x)+i/].g. (X)

i=1

d Condiciones de(optimalidad de primer orden
0. L(x,A) = Of (x) + Zm:/]iDgi (x)=0

i=1

(O, L(xA)=g;(x)=0
 Se formula el método de Newton para este sistema de ecs.

Exmj _ (ij s [ pkj
/.Ik+1 Ak Vk

dondep, W, se determinan resolviendo el siguiente sistem
@ de ecuaciones lineales

COoMILLAS
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Programacion cuadratica secuencial (ii)

1 Sistema de ecuaciones lineales

DZL(Xk’/]k)(\F/)kJ = =0k (X, A)
(Dixuxmk) Dg(xk)jipk]:(—mxuxk,ﬁk))
Og(x)" 0 VY a(%,)

1 Representa lasondiciones de optimalidad de primer orden de
este problema de optimizacion cuadratica con restricciones
iNeass min %pT | DEL(% A | P+ P[0, L(%,A)]

[Dg(x)] p+d(x)=0 v
d En lugar de resolver un sistema de ecs linezles

ERSIDAD 5850, PONT
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Programacion cuadratica secuencial (iii)

1. Se resuelve el problema cuadratico
.1 2 T
m:)n 5 P |:|:|xxL(Xk A )] P+ p [Dxl—(xk’/]k)]
[Dg(x)] p+g(x)=0 v,

2. Se obtienel(p,.v,)
3. Se actualizalos valores de las variables y multiplicadores

[X] (x (pj
/]k+1 /‘k Vk

ERSIDAD 5850, PONT
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Funcion reducida (i)

d Sea el problemémin £ (x)

Ax=b, xOR"
1 Supongamosn punto factiblex
Ap=0, entonces cualquier
COND X=X+p . min (X +p)

Ap=0, pOR"

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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Funcion reducida (ii)

d SiZes una matrinxr (r=n-m ) del espacio nulo de A
(espacio definido por el conjunto de vectores ortogonales a |
filas de A) la también se puede expresar como

x=Xx+2v , dondevOR'

A Ahora elproblena se transforma en una minimizacion de la
funcione(v) que es la de fen la region
factible, ysde

min @(v)=f (X +2v)
vOR'

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Calculo de Z (método de reduccion de variables)

1 Sean las matrices
AD Rmxn’ B D Rmxm’ N D Rmx(n—m) ’ Z DRnx(n—m)

1 Las direcciones factiblésan de cumplir

Ap=0=(B N)(EBJ=BpB+NpN =0
N

S
()

4 El nuevo punto se obtiene como

B 3 [B‘lb (— B‘le
X=X+p=X+2Zp, = + Pu

0 I

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Condiciones de optimalidad NLP con restricciones
lineales de igualdad

(proyectado) déen x Dg(v) = ZT0Of (x)
(oroyectadojlef enx  D%¢(v) =Z"0%f(x)Z

ride primery segundo orden
Z'0f (X)) =0
p'0°f(x)p=0

siendo p=Zv un vector del espacio nulo de

tede primery segundo orden para
minimolocal estricto
AX =D
Z"0f (x') =0

N Z'0%f(x)Z matriz definida positiva

CoOMILLAS
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Ejemplo

minf (x) =X’ — 2x, + X5 — X5 + 4X.
[ Sea el problema ot

X =X, +2X,=2
2%, — 2 2 U 0O
Of (x)=| 2x, |,0°f(x)=|0 2 O
—2%, +4 L4 2
2.5 D=2
X =|-1.5 B=(1) N=(-1 2 Z=|1 D}
y 0 1

3 2 0O 0O)1
. 1 1 . 1 1
Z'Of (X) = =3 |=| |,Z2"0%f (X' )Z = 02 0|1
-2 01 -2 01
6 O 0O -2)\ 0

 El hessiano de lao. no es una matriz definida positiva y, sin
embargo, el si lo es. Luego el punto es un

vqsPON IIIIIII
ICAI % |CADE
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Método de Newton reducido

[ Sea el problema min T (x)
Ax=b, XOR"

x=x+p siendox punto factiblmicial y pdireccion factible
x=x+2v donde Zes una matriz R n-mdel espacio nulo de A
4 La funcion reducida €min gv)= f (x +2v)

vOR'
[ Se aplica el método de Newton para calcular la direcgion
[ZTV2f(fL'k)Z}T v=-2"Vf(z,)
resolviendo este sistema de ecuaciones lineales
 n. se obtiene a partir dg p=2v . No depende
matematicamente depero si numéricamente.
oo G p = 2y, =-2[ Z'0*F (x)Z] " Z"Df (%)
CoMiLLAS
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Metodo del gradiente conjugado lineal (i)

 Sea el

Ax=b

donde Aes una ratriz sinetrica y definida positiva
[ Resolver el sistema es resolver

min f (x)=%xTAx—bTx

ya que por condicionafe optimalidad
f (x) = Ax—-b=0

y el hessiano es definido positivo
02F(x) = A

p'Ap, =0 Oi# |
UN\\/H(S\DAD f"'“% FONTIFIC, ,

ICAI i/ 1CADE I — .
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Metodo del gradiente conjugado lineal (ii)

 Supongamos gue tenemos un puncombinacion lineatle
m+1 vectores conjugados

y= Zai P
i=0
[ Evaluando la funcion

ZZ a;p Ap; - ZabT P
24
1 T
- EZ p' Ap - Za b' p Desaparecen los productos pAp,
i=0
= Z( 1 p| Ap a, b’ pj
VS f‘""'}PON ,,,,,,, i=0 2
CoMILLAS
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Metodo del gradiente conjugado lineal (lii)

1 Minimizando la funcioén

mlnf(y) mlnf(Zapj Zmln( a’p Ap - O’ipr.j

i=0

A El problena de se ha
transfornadoen problemagie

1 Para cada dimension

|
a’i(plTApl)—pri:O a, = b p
P Ap
1 Es decir, si representas un Como
la solucion es
iInmediata

VS %PON IIIIIII
ICAI % |CADE
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Metodo del gradiente conjugado lineal (iv)

 Determina iterativamente el conjunto de vectores conjugado
y los pesos

X =0, r,=b=b-Ax,, p,=0, £,=0

Parai = 0,1,.
Si|r|<é& fin.
” I” . Direcciéon de movimiento
.. I r
Si>0- g =——+
fiali-1 Longitud de paso
P=r+5p,
_r'r Actualizacién del punto
i T T A
Xa=X*Tanp / Actualizacion del residuo
=6 —aAp
oG X es la solucionp son vectores conjugad: son vectores ortogona
COMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE

COoMILLAS

M A D R 1 D

Metodo del gradiente conjugado lineal (v)

d Ejemplo
1 0O 1 1
A=02 0O b=|1 x, =0, r,={1|, p,=|0, B,=0, £=10"
O 0O 3 1 1

Iro|| =1.73> €, o :[

0.667 0.9
[r]|=0.71>¢, p :[ 0.167| , a,= 0.6, x,=| 0.6 ,r, :[— 0.
—0.333 0.3
0.18 1
Ir,|=0.245>¢, p,=|-0.14 ,a,= 0556,%=| 05
0.06 0.33

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Metodo del gradiente conjugado lineal (vi)

para la resoluciode
v Requieren poco almacenamiento
v Poco calculgoriteracion

gon este ratio

X1~ X*HA _~yeond(A) -1

H‘ —x*HA ~ Jeond(A) +1

1
IVl =5y"Ay

Sicond (A)=1- ratio= 0- converge en una iterac
Sicond (A)=100- ratio= 0.82
Sicond (A)=1000000- rati= 0.998

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Metodo del gradiente conjugado no lineal (i)

[ Solo requiere el uso de

min f (X)

x,=0, p,=0, B,=0

Parai = 0,1,.
Si ||0f (x )] < & fin.
-
Sii>0- g = Ut (X') Ut (X') Direccion de movimiento

Of (%) Of (x.4)

p =-0f ()g ) +4p_, Longitud de paso

Determinara; para minimizdr(x +a,p)
Actualizacién del punto

VAN

)§+1:)§+aip|

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Metodo del gradiente conjugado no lineal (i)

d Ejemplo minf(x):i(x—e)TD(x—e)+(xTx—1j2 e=(L 1 - I
10 4 .
%=1 -11 -7 2
D = |
f(%)=16.46
Of (%) =(15 -15.8 15 - 16.p "
p=-0f (X))
a =0.0625

x, =(0.0625 - 0.0125 0.0625 0.03)5

f (%) =0.985
Of (%,) =(-0.248 -0.393 - 0.623- 0.806
p=-0f (%)
a=0.5
e @ oo x, =(0.177 0.194 0.364 0.4}
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Precondicionamiento

] Idea basica

v Sacar partidale informacién auxiliar sobre el problema para acelerar |
convergencia

1 Supongamos que conocemos la matridd¥inida positiva
d En lugar de resolveAx=b  resolvemM “Ax=M"b

(2000 100(}( Xl} — ( 7 cond(A) =170C
1 2 )\ X 1
o (1000 ?
M=
0 1
2 1)(x ) _(0.00 P
HEMEGS I

~gen,, = El ODJEtivo es encontrdfl de manera queM = A

ICAI %88/ ICADE
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Andrés Ramos
http://www.iit.comillas.edu/aramos/

Andres.Ramos@comillas.edu
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