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Introduccion

JEl problema de los puentes de Konigsberg, s.XVIII

A

K-

O Euler resolvio este problema mediante la teoria de grafos: solo puede
haber un ciclo euleriano cuando todos los nodos tienen un numero par
de aristas incidentes
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Interés de la teoria de grafos (1)

Sirve para resolver problemas representables
mediante una red o un grafo

v Modelos de optimizaciéon sobre redes de comunicaciones

« Caminos de valor 6ptimo
— Redes de actividades (Gestion de proyectos)
— Redes de transporte y/o canalizacion

— Encaminamiento 6ptimo en redes de comunicaciones (Internet,
telefonia, etc) y distribucién

* Flujos éptimos sobre una red
« Calculo de puntos de control en una red de comunicaciones

v" Inventarios

v Programacion dinamica

v’ Cadenas de Markov
ey v Modelado de fenomenos de esperas (colas)
OMILLA
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Interés de la teoria de grafos (2)

[ Proporciona algoritmos muy eficientes, ya sean
clasicos o metaheuristicos.

Algoritmos eficientes

O La eficiencia se puede medir en funcion de:
v la capacidad de almacenamiento requerida
v el tiempo de ejecucion: complejidad
O La complejidad depende del numero de operaciones elementales f(n)
y de la dimension del problema n

0(g(n)) s1 lim {n) = ¢te

"= g(n)
O Criterio del tiempo maximo o peor de los casos

U Tipos de algoritmo
v' polinomial: 6(nF)

T Pl RO
COMILLA v' no polinomial: 6(m")
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Algoritmos eficientes

 La eficiencia se puede medir en funcidn de:
v la capacidad de almacenamiento requerida
v el tiempo de ejecucion: complejidad
O Lacomplejidad depende del numero de operaciones
elementales f(n) y de la dimension del probleman

0(g(n)) s1 lim fn) = fc
== g(n)

A Criterio del tiempo maximo o peor de los casos

U Tipos de algoritmo
v’ polinomial: 8(nP)
v' no polinomial: 6(m")
e @ oo
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Teoria de Redes: Definicidon

Grafo o Red dirigido (u orientado) simple:
Es un objeto matematico G(V, U) donde:

-V es un conjunto cuyos elementos reciben el
nombre de nodos 0 vértices

- Ues unarelacion binaria definida sobre V

Siiy]sondos nodos de Vtales que iUj se dice que el
par (i,J)) es un arco de lared. El vértice i es el origen
del arco y el vértice | su extremo

Dos arcos (7, j)y (h, k) se dice que son adyacentes si /= A, es
decir cuando el extremo de uno de ellos es el origen del otro.
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Representacion de unared orientada simple (I)

a) Representacion sagital:

Cada vertice es representado por un punto y cada arco por una

flecha cuyo origen es el primer elemento del arco y cuyo extremo es el
segundo elemento.

Asi, si V y R vienen definidos por
V ={1, 2,3,4,5}

U={(2.9).(1.2).(2.3).(2.5).(3.4).(35).(41).(4.2).(4.5) (5.4).(5.5)}

su representacion sagital seria

UNNE“gDAD PON””(‘M
ICAI ICADE

CoMiLLAS

smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL = —

v

a




Representacion de unared orientada simple (II)

b) Por medio de una matriz, lamada de incidencia:

Extremo

Una matriz cuadrada, con
tantas filas y columnas
como vertices tenga la 0
red. En la posicion (7, j)

se coloca un 1 si hay un
arco con origenen /y ]
extremo en /; en otro Origen
caso, se pone un 0.

T.‘F;(‘b‘
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Redes orientadas: Tipos de redes

O Unared se dice que es reflexiva si a cada vértice de lared hay asociado un bucle.
Su matriz de incidenciatiene su diagonal principal formada por 1's.

O Unared es simétrica cuando, en caso de existir el arco (i, |) existe también el arco
(j, ). Su matriz de incidencia es simétrica. Si, caso de existir el arco (i, j), no existe
el arco (j, 1). | lared se dice que es antisimétrica. También lo es su matriz de

incidencia.

O Unared se dice que es transitiva si la existencia de los arcos (i,j) ¥ (J,k) supone
también la del arco (i,k). Unared es completa cuando entre dos vértices
cualesquiera existe al menos un arco que los une en uno de los dos sentidos.

uﬁ‘\m‘u‘u“— 3 Al | ”F*C.M
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Red reflexiva y
U simétrica
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Redes orientadas: Definiciones basicas (l)

O Dado un vértice i, el conjunto de arcos que lo tienen como extremo
recibe el nombre de arcos incidentes interiormente sobre i, lo
notaremos por U(i-) y su cardinal recibe el nombre de semigrado
Interior de i. El conjunto de arcos de los que es origen recibe el
nombre de arcos incidentes exteriormente sobre i, lo notaremos
por U(i+) y su cardinal recibe el nombre de semigrado exterior de i.

O El numero de arcos que inciden sobre un vertice es su grado.

En la red de la figura
@ ] @ g @ U@4-)=2
\ ‘% U@4+)=3
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Redes orientadas: Definiciones basicas (ll)

 Dos vertices que estan unidos al menos por un
arco se dice que son adyacentes.

d Dos arcos (i, ]) y (h, k) se dice gue son adyacentes
si | = h, es decir cuando el extremo de uno de ellos
es el origen del otro.

En la red de la figura los
@ , @ X @ vértices 1y 3 y los arcos
(1-3)y(3-4)

\ % son adyacentes
. (2)- (@)

D
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ICAI @8/ ICADE

CoMiLLAS

smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL T A =—




Redes orientadas: Definiciones basicas (lII)

d Unared parcial es la obtenida de la inicial por supresion de
al menos un arco de la misma.

€y

A—— D O— Q—— ®

d Una subred es la obtenida por eliminacion de al menos un
vértice y de todos los arcos que inciden sobre él.

@ @
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Redes orientadas: Definiciones basicas (V)

 Camino Q) —— : @O
Una secuencia de arcos adyacentes. \ %’
Ejemplo: La secuencia de arcos W
(1,3)-(3,4)-(4,5) OX ©
El niUmero de arcos que forman el camino es su longitud.

El camino anterior tiene longitud 3

Un camino es simple o sencillo si no utiliza dos veces el mismo arco. En otro
caso se dice que es compuesto.

El camino anterior es simple. El camino (1,3)-(3,4)-(4,1)-(1,3)- (3, 5)
es compuesto.

Un camino es elemental si no pasa dos veces por un mismo veértice.
No es el caso del camino (1, 2) - (2, 3)—-(3,4) — (4, 2)

Dos vertices estan conectados si al menos hay un camino entre ellos.

Convendremos en representar un camino
o @ o por la secuencia de vértices que recorre.
CoOMILLAS
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Redes orientadas: Definiciones basicas (V)

O Unared esta fuertemente conectada o es fuertemente conexa si dos
vértices cualesquiera estan conectados. Una propiedad que debe
satisfacer toda red de comunicaciones bien organizada.

(2)
D O—— G I\
— @/\@v@

La redes de las figuras son @ —_— @

fuertemente conectadas

Una componente fuertemente conexa es una subred fuertemente
conexa tal que no existe otra subred que la contenga y que esté

S T fuertemente conectada
CoMILLAS
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Redes orientadas: Definiciones basicas (VI)

O— Q——=GC >

O Un circuito es un camino de longitud finita La secuencia 1-3-5-4-1 es

cuyos vértices inicial y final coinciden. un circuito

O Un circuito elemental es el que, salvo u El circuito anterior es
vertice inicial-final, no pasa dos veces elemental
por ningun otro.

O Un bucle o lazo es un circuito de longitud 1. El arco 5-5 es un bucle

L Un camino o circuito es hamiltoniano si El circuito
pasa una sola vez por todos los vértices de 1-2-3-5-4-1
lared. Un camino es euleriano si pasa una es hamiltoniano. El camino
sola vez por cada arco de la red. 1-3-5-4-2

o @ oo es hamiltoniano.
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Redes orientadas: Definiciones basicas (VII)

U Unared periddica es una red fuertemente conectada en
la que la longitud de todos sus circuitos es multiplo de
un numero mayor que 1. Dicho numero recibe el
nombre de periodo de la red.

 Unared que tenga algun lazo es aperiodica.

/ \ TRk @ Una red periédica con
\ / / periodo 5
COM|LLAS
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Redes orientadas: Definiciones basicas (VIII)

- Dados iy |llamamos desviacion entre ellos y designamos por
d(i,)) a la menor de las longitudes de los caminos que los unen.
Es obvio que puede no cumplirse que d(i,j) = d(,i).

O La separacion de un vertice i es

s(i) = Max{d (i, j)}

jeA

conviniendo en que d(i,i)=0yd(i,j)=« sijno es sucesor mediato

o inmediato de I.

/ \\\\
X /@\ Val
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Centro de una red es un veértice al que

corresponde una separaciéon minima.

El vértice 4 en la red de la figura. Este
valor minimo es el radlio de la red.
Toda red completa tiene un centro.

Un vértice cuya separacion sea
maxima recibe el nombre de punifo
periferico. En la figura, el vértice 7.

Esta maxima separacion es el
diametro de la red: 5 en el ejemplo.

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL
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Redes orientadas: Definiciones basicas (IX)

"Una subred B de unared A es una clase final si:

v' Existe al menos un vértice i no perteneciente a B que tiene al
menos un sucesor directo en B

v Ningun vértice de B tiene sucesores que no pertenezcan a B.
v' B es fuertemente conexa.

Las subredes {1,3,4}, {6, 7} y {8} son

@ : clases finales de la red
/ \ Los nodos de B que son sucesores
directos de nodos no pertenecientes a
@ ~ @ @ B reciben el nombre de sumideros:
Q / /) los vértices 1, 4, 6 y 8 son sumideros.

Una clase final constituida por un solo
@ vértice recibe el nombre de vortice.
s @ o U El nodo 8 es un vortice.
CoMmiLLAS
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Clasificacion en niveles de los vértices de
una red orientada sin circuitos (I)

En relacion con muchos problemas de optimizacion
gue pueden ser modelados sobre una red orientada
sin circuitos, es importante clasificarse sus
vértices en clases o niveles de la siguiente forma:

- En el nivel 1 se incluyen aquellos vértices que no
tienen ascendientes directos.

- En el nivel k estan aquellos vértices cuyos
ascendientes directos estan en niveles
precedentes.

- El dltimo nivel lo ocupan aquellos vértices que

e @) o carecen de descendientes.
COMILLAS
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Clasificacion en niveles de los vértices de
una red orientada sin circuitos (II)

La siguiente red ilustra el mecanismo de clasificacion

O

O
/

A

/
\

&)

/

c @\ A
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Clasificacion en niveles de los veértices de
una red orientada sin circuitos (lll)

Matriz de adyacencia de la red

127345678 ]910]11
1 1)1
2 N
3 1 1
4 1
5 1 1
6 1] 1
7 1 1
8 1] 1
9 11
10
11
Con(?lm
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Clasificacion en niveles de los vértices de
una red orientada sin circuitos (V)

1 (2|34 |56 7]|8]9 (10|11 ,
1 11 1 La nueva fila SO se
2 111 obtiene sumando todas
3 1 1 las filas de la matriz de
4 1 adyacencia.
5 1 1
6 111 Los ceros que aparecen
/ 1 1 en dicha fila
8 111 corresponden a los
- 111 nodos que carecen de
10 ascendientes. Esos dos
= nodos, el 1y el 2,
STl ol ol 1131211113132 integran el primer nivel.

UNIVERSIDAD Cl: PONTYE,
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Clasificacion en niveles de los vértices de
una red orientada sin circuitos (V)

1234|567 ]8]9]10]11
1 1|1

2 111

3 1 1

E i

3 1 1

6 111
/ il 1
8 111
9 1|1
10

11

S1{ojof{1}|]3 (12|11 ]3([3]2
S2(0]1]0(0]212(0|2|1|1]3[3]2

oo @y N2={3,5
CoMILLAS
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Se afiade una nueva fila S2,
obtenida restando a S1 la
suma de las filas asociadas a
los vértices que constituyen
el primer nivel.

2= Sll=Cll=CY

Los nuevos ceros que
aparecen en S1 respecto
a los que aparecian en
S0 corresponden a los
nodos que solo tienen
ascendientes en los
vértices de N1. Esos dos
nodos, el 3y el 5,
integran el segundo nivel.
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Clasificacion en niveles de los vértices de
una red orientada sin circuitos (VI)

112134 |5|6]7]8[9][10]11
1 1|1

2 1|1

3 1 1

4 1

S 1 1

6 1] 1
I 1 1
8 1] 1
9 111

o L
NL=

o
(@)
=
w
=
N

[HEN

niumwm
WIN |~
o
o
o
=
o
N
o

ICAI ICADE
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1 3 2
1 3 2
0 3 2
Uﬂ‘uenstu;\n@"oﬂmnm N 3 — { 4, 7 o 8}

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

Una nueva fila, S3, es
obtenida restando a S2 la
suma de las filas asociadas a
los vértices que constituyen
el segundo nivel.

S3=52-C3-C5

Los nuevos ceros que
aparecen en S3 respecto a
los que aparecian en S2
corresponden a los nodos
que solo tienen
ascendientes en los
vértices de N1 y N2. Hay
tres nodos, los 4, 7y 8,
que integra el tercer nivel.
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Clasificacion en niveles de los veértices de
una red orientada sin circuitos (VII)

1]2]3[4]5]6]7]8]9]10[11
1 1] 1
2 1] 1
3 1 1
4 1
5 1 1
6 17 1a
7 1 1
8 1] 1
9 1] 1
10
11
stlolol1]3|1l21]1]3[3]2
s2lo0lo0]o|1]o|2|1|1|3[3]|2
s3lolo]lo]lojo|1|o|lo|3[3]|2
s4lo0lo0]lo]JoJoJololol1]2][1

COI\?LLAS
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Una nueva fila, S4, es
obtenida restando a S3 la

suma de las filas asociadas a

los vértices que constituyen
el tercer nivel.

S4=S3-C4-C7-C8

El nuevo cero que aparecen
en S4 respecto a los que
aparecian en S3
corresponden a los nodos
que solo tienen ascendientes
en los vértices de los niveles
precedentes. Hay un sélo
nodo, el 6, que integra el
cuarto nivel.

N4 = {6}
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Clasificacion en niveles de los veértices de
una red orientada sin circuitos (VIII)

1123456 7]8[910]11
1 1] 1
2 1] 1
3 1 1
4 1
5 1 1
6 1] 1
7 1 1
8 1] 1
9 1] 1
10
11
stlolola[3]|1|21l1[3]3]2
s2lo0lo0]o0|1]o0]21]1]|3[3]2
s3lolo|o]lo]o]1]0o]o0o]|3[|3]2
salolo]lo]lojojololol1]2]1
ss|olololo]|ololo|lo|lo]|1][1

COI\?LLAS
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Una nueva fila, S5, es
obtenida restando a S4 la

suma de las filas asociadas a

los vértices que constituyen
el cuarto nivel.

S5=54-C6

El nuevo cero que aparecen
en S5 respecto a los que
aparecian en S4
corresponden a los nodos
que solo tienen ascendientes
en los vértices de los niveles
precedentes. Hay un sélo
nodo, el 9, que integra el
quinto nivel.

N5=1{9}
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Clasificacion en niveles de los veértices de

una red orientac

a sin circuitos (I1X)

1123456789 ]10]11

1 111

2 111

3 1 1

4 1

S I 1

6 11

/ 1 1

8 il | L

9 111

10

11

S1{ojOo0f1)]3[1})2|1]1]3]3]?2

2010010} 2]|1])]1]3]3]?2

S3/010[(0]J0O0O[0})J21]0)]0O0]|3]3]2

S410(0}]0]J0)JOfO]0O]J]O]1]2]1

S5|0[(0]0]J]0O0O)J]OfO]0O]J]O)J]0O]1 1
Uﬂmts;u\:n@rm:m 60| 0(0]J]O[O0O]JO]O[O]O[O0]O

CoMiLLAS
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Una nueva fila, S6, es obtenida
restando a S5 la suma de las
filas asociadas a los vértices

que constituyen el quinto nivel.

S6=355-C9

Los nuevos ceros que
aparecen en S6 respecto a los
que aparecian en S5
corresponden a los nodos que
solo tienen ascendientes en los
vértices de los niveles
precedentes. Hay dos nodos,
el 10y el 11, que integran el
sexto y ultimo nivel, formado
por los vértices que carecen de
descendientes.

N6={10,11}
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Clasificacion en niveles de los vertices de una red
orientada sin circuitos (X)

O

@

Nivel 2

Nivel 5 :

Nivel 6

Nivel 3

UN\W“S‘DAD PON”HCM
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Multirredes 6 redes multiples

O Son aquellas en las que puede haber mas de un arco con el
mismo origen y extremo.

O Un digrafo es una multirred en la que el nUmero maximo de
arcos con el mismo origen y extremo dados es 2.

\@ Un digrafo
N @
CoMILLAS
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Dodecadro regular

e O

Dodecaedro:
12 caras pentagonos regulares
30 aristas
20 vertices
o Y o

CoMiLLAS
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Recorridos hamiltonianos ()

dUn camino o circuito es hamiltoniano si pasa una sola vez por todos los
vertices de la red. Un camino es euleriano si pasa una sola vez por cada

arco de la red.

William Hamilton, 1859:

Recorrer los vértices de un dodecaedro pasando por ellos una
y solo una vez.

UN\W“S‘DAD PON”HCM
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Determinacion de circuitos, cadenas y
componentes fuertemente conexas
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Circuitos hamiltonianos (I)

No hay teoremas que que proporcionen condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de caminos y
circuitos hamiltonianos.

Teorema de Koening:
Si una red es completa existe al menos un camino
hamiltoniano
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Circuitos hamiltonianos (Il)

Teorema de Dirac:

Si una red es simétrica, fuertemente conexa y sin bucles y
para todo nodo se cumple que el numero de sus descendientes es
mayor o igual que la mitad del numero de nodos tiene al menos un
circuito hamiltoniano.

O

O
Esta red no
/ cumple el
O

O — O - teorema pero

tiene mas de un
circuito
hamiltoniano
uu\vE“S‘D“D@PON””CM O y O
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Circuitos hamiltonianos (lll)
Otro circuito en lared anterior
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La multiplicacion latina: un algoritmo para
obtencion de circuitos hamiltonianos ()

d Llamado de multiplicacion latina, debido a
Kaufmann y Malgrange.

4 Sirve para grafos y digrafos.

d Facilmente adaptable para buscar el circuito
hamiltoniano mas corto.

(] Bastante ineficiente.

d Idea basica: Si A es la matriz de adyacencia, el
elemento (i,j) de Ak es el nUmero de caminos de
longitud k que van de i a|

v k=n-1: caminos hamiltonianos
v k=n : circuitos hamiltonianos
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La multiplicacidon latina: un algoritmo para
obtencidn de circuitos hamiltonianos (1)

PASO 1: Construir una matriz M, obtenida de la matriz de
adyacencia reemplazando cada elemento distinto de O
por la hilera i}, salvo en la diagonal.

PASO 2: Construir M eliminando la primera letra de cada hilera.

PASO 3: Calcular M;, paratodo j entre 1y n
M;(r,s) = M4 (r,t)M(t,s)
donde ningun elemento es cero ni tiene vertices
comunes (en ese caso, se hace cero)

(es el conjunto de caminos der a s usando j aristas)

PASO 4. Para encontrar los circuitos hamiltonianos basta ver en
cuales caminos de los caminos obtenidos pueden
e conectarse los vértices inicial y final.
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Ejemplo (I)

b

/‘ d
a\
e

a b c de

\ d al0 1 0 0 0]

\/ b0 0 1 0 0

A=c |0 0 0 1 1

dlo o1 0 1

e|1 1 0 1 0]
o @ oo
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Ejemplo (lI)

a b c de a b ¢ d e
af0 1 0 0 0] al0 ab 0 0 0]
b{o 0 1 0 O bl 0O 0 bc 0 0
A=c |0 0 0 1 1| =M=c| 0 O O cd ce
d{0 0 1 0 1 d{ 0O O dc O de
e(1 1 0 10 elea eb 0 ed O
P o TN e B
al0 b 0 0 O]
b|0O 0 ¢c 0 O
M=c |0 O O d e
d{0O 0 ¢c 0 e
v;S(lfl?\T @ ICA[:EHC
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Ejemplo (1)

0 ab
0O O
M,=M,xM=| 0 0
0O O
ea e€b
[ @ruAT@NCAghE
0 0 0
= | cea ceb O
dea deb O
| 0 eab ebc
e ) o
COMILLAS .. recucn suremon o e

bc

dc

bcd
ced

0 O O b O 0 O
0 O 0O 0c 0O
cd ce|x|[0 0 0 d e|=
0 de 0 0 c 0 e
ed 0] |a b 0 d 0

.

bce

cde

dce

0_
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Ejemplo (IV)

M,=M,xM =

0
bcea

cdea

dcea
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0
cea
dea

0

ceab
cdeb
deab
dceb

0
0
ceb
deb
eab

deac

eabc
ebdc

abc 0 0 O b 0 0 0
0 bcd bce O 0c O O
0O ced cde|x| 0O O O d e|=
0 0 dce 0O 0 c 0 e
O ebd O] [a b 0 d 0
abcd abce ]
bced bcde
0 0
0 0
0
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Ejemplo (V)
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MESAEIDEEIRE=EED

0
bcdea
= 0
0
0

0 0 0 abcd abce]
bcea 0 0 bced bcde
ceab
cdea 0 0 0
cdeb
deab
dcea i deac 0 0
dceb
eabc
0
ebdc |
0 0 abced abcde |
0 0 0 0
cdeab 0 0 0
dceab deabc 0 0
0 0  eabcd 0
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v O O O O

b 0 0 0]
0 c 0O
0 0 d ef=
0O c 0 e
b 0 d 0]

Esta matriz muestra
todos los caminos
hamiltonianos de la red
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Ejemplo (VI)

Algunos caminos
pueden convertirse en
circuitos hamiltonianos

abced
abcde

bcdea

A 4

cdeab

A 4

dceab
deabc

A\ 4

eabcd

A 4

A 4

abcdea

bcdeab
cdeabc

deabcd
eabcde

Obtenido un circuito hamiltoniano, por una permutacion circular
de sus elementos, se obtienen otros n-1 circuitos.
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Circuitos eulerianos

O Un camino es euleriano si pasa una sola vez por
cada arco de lared.

1 Si el camino comienzay acaba en el mismo
vertice tenemos un circuito euleriano.

d Teorema
La condicion necesaria y suficiente para que
una multirred tenga un circuito euleriano es que
sea conexay que de cada vertice salgan tantos
arcos como llegan a él.
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Obtencion de circuitos eulerianos

 Se substituye lared dada por otra en la que cada
vértice represente un arco de la red original.

U Si en lared original el arco u precede al arco v,
en la segunda red trazamos un arco desde el
vértice asociado a u con el vértice asociado av.

d Una vez establecida la segunda red obtenemos
sus caminos hamiltonianos por alguno de los
métodos descritos al efecto.
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Obtencidon de circuitos eulerianos
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Obtencion de componentes fuertemente
conexas de unared

dAlgoritmo del +y del -

Paso 1. Elegir un vértice cualquiera y marcarlo con +y —

Paso 2. Marcar con signo — a los predecesores inmediatos y con signo + a los
sucesores inmediatos del vértice seleccionado.

Paso 3. Marcar con signo — a los predecesores inmediatos de los vértices
marcados con signo — y con signo + a los sucesores inmediatos de los
vértices marcados con signo +.

Paso 4. Reiterar el paso 3 mientras sea posible una nueva marca. Hecho esto,
los nodos marcados simultaneamente con signo + y — forman una
componente fuertemente conexa.

Paso 5. Eliminamos del grafo la componente obtenida y se reitera el proceso
desde el paso 1 con el resto de la red.
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Obtencion de componentes fuertemente
conexas de unared

dEs un problema importante desde el punto
de vista de muchos problemas reales, tales
como el correcto direccionamiento de las
calles de una ciudad a fin de que todos los
puntos de la misma sean accesibles al
trafico.

EI siguiente ejemplo muestra una de estas
situaciones.
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Obtencion de componentes fuertemente conexas de una red.

¢, Es correcta la distribucion de direcciones y sentidos de trafico de la figura?

o o P
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (l)

O Dos vértice iy | se dice que estan ligados por una arista si

(i,j)eRo(j,i)eR

0 ambas condiciones a la vez

O Matriz de adyacencia A(g;) de unared no orientada (es simétrica)
v a; = 1 si existe aristaentre iy j
v' a; =0 en otro caso
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (Il)

 Una cadena es una
sucesion de aristas cada
una de ellas unida a la
anterior y a la siguiente
por cada una de sus
extremidades, excepto
las aristas “comienzo” y
“final” de la misma

O Sitodas las aristas de |la cadena son distintas se dice que la cadena
es sencilla (el egemplo mostrado) y en caso contrario compuesta. El
conjunto de veértices que pueden conectarse entre si por medio de
una cadena se dice que es una componente conexa de lared. El
numero de aristas que conforman una cadena es su longitud.

o Y o
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (lll)

0 Unared es conexa si dos vértices
cualesquiera estan unidos por una
cadena. Un subconjunto B de vértices
se dice que es un subconjunto de
articulacion si la subred que resulta de
eliminar los vértices de B no es
conexa. Si B sereduce aun solo
vértice, dicho vértice recibe el nombre
de punto de articulacion o punto de
corte. Unared conexa tiene una sola

componente conexa.

Una red conexa

@ 5 Los vértices 3 y 4 son un subconjunto
de articulacion de esta red. Su
supresion genera una red con dos
componentes conexas: la formada
por los veértices 1,2y 5y la
® constituida por el vértice 6
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (V)

d Un istmo o puente es una arista cuya supresion
Incrementa el nUmero de componentes conexas

®

©

O La arista 3-7 de la figura es un puente. Su supresion
da lugar a dos componentes conexas.

PONT)E

UNIVERSIDAD Ci’i; 5
ICAI “@lfe/ ICADE

COMILLAS

smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL L




Redes no orientadas: Definiciones basicas (V)

En unared conexa se da el nombre de distancia entre los veértices i
y ] ala menor de las longitudes de las cadenas que los unen y
diametro de lared al maximo de las distancias entre sus vértices.

o @/®

El diametro de esta
red es 5, la
distancia entre los

vértices 5y 8
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (VI)

J Un ciclo es una cadena finita
gue une un nodo con el mismo.

O Un ciclo es elemental si, salvo
el vertice inicial-final, el ciclo
pasa una sola vez por cada
vértice que lo constituye (el
caso del ejlemplo mostrado).

J Una cadena es euleriana si
recorre, sin repetirla ninguna,
toda las aristas de la red.

[ Un ciclo es euleriano si
recorre, sin repetirlas, todas
las aristas de lared, acabando
en el vértice de partida
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (V)

 Un arbol es un grafo finito, conexo, sin ciclos y
con al menos dos nodos.

@— 4@\ @

/
© © @

@_@/ \ ®

Si un arbol tiene n vértices el numero de aristas es n-1

COA?LLAS Todo par de vértices esta unido por una unica cadena
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Redes no orientadas: Definiciones basicas (Vi)

d Arbol generador (o de extension) (spanning tree)
de un grafo es un arbol que incluye a todos los
vértices del mismo
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Obtencion de cadenas y ciclos eulerianos

(J Cadena euleriana:

v Una cadena que pasa por todos los vértices y atraviesa
exactamente una vez cada arista

O Ciclo euleriano:

v Una cadena euleriana que pasa por todos los vértices,
volviendo al de partida.

 Teorema (Euler, 1766)

La condicion necesaria y suficiente para que unared,
simple o multiple, tenga una cadena euleriana es que sea
conexay que el numero de vértices de grado impar sea 0 6 2.

Si dicho numero es 0 hay un ciclo euleariano.

Si ese numero es 2 hay una cadena euleriana que une a
los dos vertices de grado impar.
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Algoritmo ciclo euleriano

Se parte de la matriz de adyacencia A:(aij)

PASO 1: Si existe i tal que 2a; no es par: NO existe ciclo
En otro caso, ir a PASO 2. p=0

PASO 2: Elegir fila k no nula de la matriz A. p=p+1
a) Definir n=k y C={v, }
b) Buscar m tal que a,,>0
c) Incluir v, en C. Hacer a_=a.,,=0
d) Hacer n=m. Si nzk ir a b). Si no, almacenar C, e ir a PASO 3

PASO 3: Si existe a;#0 Ir a PASO 2. Si no, PASO 4

PASO 4: Buscar 2 ciclos C, con un vertice comun. Sustituir el vertice por el
ciclo. Repetir hasta que solo quede un ciclo.

UNNE“S‘DAD PON”HCM
1CAI ICADE
CoMILLAS , ,

M A D R 1| D ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL Teoria de Grafos o Redes- 65




Ejemplo n°5

1 23 456
1[0 1 0 0 0 1]
211 01 0 1 1
310 1 0 1 1 1
40 01 0 1 0
510 1 11 0 1
6|1 1 1 0 1 0

e @ 3-2-1-6-2-5-3-4-5-6-3
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Cadenas vy ciclos eulerianos (ll)
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Algoritmo de Fleury

Si una red es conexa y tal que todos sus vértices son de

grado par es posible recorrer todas sus aristas de un solo
trazo sin necesidad de corregir el trayecto segun el
siguiente esguema:

v’ Salir de un vértice cualquiera.

v'Cada vez que recorramos una arista procedemos a
tacharla.

v'Cuando todas las aristas que inciden en un vértice
han sido “tachadas”, “tachamos” dicho veértice.

v'No utilizar nunca una arista que, en el momento
considerado, sea un itsmo.
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (1)
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (2)
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (3)

La arista 5-4 ha podido ser
seleccionada porque al eliminar
las tres aristas seleccionadas

hasta el momento la red sigue
‘ siendo conexa.
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (4)

Si seleccionamos la arista 4-6
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (5)

al eliminar las 4 aristas seleccionadas nos
encontramos que la red queda
desconectada. La arista 4-6 era un itsmo.
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (6)

& —O

/\

El vértice 2 es “tachado”
@ @ porque todas las aristas
que inciden sobre él han
SO G iy sido ya seleccionadas.
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (7)

La red que resulta de eliminar las aristas
seleccionadas y los vértices “tachados” es conexa.
Siguiendo con el proceso, cada nueva arista

seleccionada supondra la eliminacion de un vértice ,

hasta alcanzar el vértice inicial 1.
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Algoritmo de Fleury. Ejemplo (8)
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Redes valoradas

dUnared se dice que esta valorada si a cada
arco o aristade la misma hay asociado uno
0 mas valores de ciertas magnitudes.

dEstos valores pueden ser probabilidades,
distancias, tiempos, costes o beneficios,
etc., relacionados con el problema que esta
siendo modelado por el grafo. Pueden
tomar valores negativos.
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Modelado y optimizacion sobre redes

Problemas clasicos

1 Obtencidon de caminos de valor minimo.
JFlujos 6ptimos sobre unared
dArboles de expansion minima

dCircuitos hamiltonianos de valor minimo
v El problema del viajante
v El problema del cartero chino
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Problemas de camino minimo (I)

Se trata de encontrar el camino entre dos vértices de una red

orientada cuya suma de valores asociados a los arcos del
mismo sea minima (6 maxima, segun los casos).

Son problemas muy importantes:
- en si mismos
- subrutinas

No deben existir circuitos de valor total negativo

Los algoritmos mas utilizados son los de
- Dijkstra

S— - Bellman-Ford

uﬂ\\rﬁmDhD tl_' b Ciq
ICAI ,9 ICADE
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Problemas de camino minimo (Il
Ecuaciones generales de Bellman

Sea U, el vertice de partida y V;; el valor asociado al arco (/, /). El
modelo de optimizacién consiste en las ecuaciones de recurrencia,
conocidas como ecuaciones generales de Bellman

U, &0
U = I\l{I;tijn{uk +vkj}, J=2..n

donde

- V,; =% sino existe el arco (&, /), y

- U; es un conjunto de etiquetas que, una vez hechas permanentes,
representan la longitud del camino minimo de 1 a|j.

uNN“‘S‘DAD PONHH(‘M
1CAI ICADE
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smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL T




Problemas de camino minimo: Algoritmo de Dijkstra

Valido cuando las longitudes de los arcos son positivas
P: nodos etiqguetados de forma permanente T: nodos etiquetados de forma transitoria
u;: longitud camino minimo de 1 a i pred(j): predecesor del vértice j

Complejidad: 6(n?)
PASO 0O

u,=0, u;=dy; (o0 si no existe arco), P={1}, T={2,....n}, pred(j)= 1

PASO 1: Designar nueva etiqueta permanente: vertice con menor valor de
etiqueta transitoria

- Buscar keT / u,=min { u}, T=T-{k}, P=P U {k}
- SI T=09, PARAR. Si no, ir al PASO 2

PASO 2: Revisar etiquetas transitorias
- Poner paratodo j €T, u,=min {u;, u, +d}.
o @y - Si se modifica la etigueta, pred(j) = k. Ir al PASO 1

ICAI ICADE

CoMILLAS
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Ejemplo: Encontrar el camino de valor
minimo entre los vertices 1y 2 (1)

PO a—C)
30 20 19 \ @
N
®/20 @

g ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Ejemplo: Encontrar el camino de valor
minimo entre los vertices 1y 2 (I

Paso0:  y, =0;u, =100;u, = 15;u, = 70;uU, = U, = U, = 0
P={1};T ={2,3,4,5,6,7}
pred(j)=1, j=2,3,4,5,6,7

100
—®
<
10
40

30 - 10 \ Caminos de valor

. <::> minimo desde el
% vértice 1 a los demas
vértices del grafo de

longitud 1
15

UNN“&\DAD PON”HCM
ICAI ICADE

@
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Ejemplo: Encontrar el camino de valor
minimo entre los vertices 1y 2 (I

Paso 1: u =15k=3
P={1,3};T ={2,4,5,6,7} # ¢
Paso 2:  u,=min{u,,u;+V,,}=min{100,15+o} =100
u4

U,
U, +V,, ¢+ = min{oo,15+ 00} = o0

}=
u, =min{u,, o
U, =min{u5,u3+v375} min{70,15+50} = 65 = pred (5)=3
U, =min{u6,u3+v3’6} min{eo,15+ o0} = oo
U, = min{u,, Uy +V,, } = min{eo, 15+ 20} = 35 = pred (7) =

—
4 ©
o

10 \
@ Caminos de valor
\ / minimo desde el
@ vértice 1 a los demas
vértices del grafo de
o @y o 15 / e \ longitud menor o
A1 g/ ICADE 15 igual que 2.

ComiLtAS =~ @ .




Ejemplo: Encontrar el camino de valor
minimo entre los vertices 1y 2 (lll)

Paso 1: u =35k=7
P={1,37};T={2,4,56}#¢

Paso 2: u2=min{u2,u7+v72} min{100,35+oo}=100
u4,u7+v7,4} min{oo,35+ 00} =

mln{65 35+25} =60= pred(5)=7

10
Caminos de valor \
minimo desde el @
vértice 1 a los demas /
vértices del grafo de
longitud menor o 15 50 60
igual que 3. 15

wa{“\; @FIZ:DE -
COMILLAS , , @
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Ejemplo: Encontrar el camino de valor
minimo entre los vertices 1y 2 (IV)

Paso 1: u, =60,k =5
P={1375};T={24,6}=¢

Paso 2: u2:min{uz’us+V5,2}:min{100,60+oo}:100

u, =min{u,,Us +V , } =min{eo,60+10} = 70=> pred (6) =5
Us = Min{Uy, Us + Vs s } = min {0, 60+ 60} =120 = pred (6) =5

Caminos de valor
minimo desde el @120
vertice 1 a los demas \

vértices del grafo de @
longitud menor o

igual que 4. 60
N\r&m @PON Icr4 15

@s

ICAI

COMILLAS , , @

saprsine  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL Teoria de Grafos o Redes- 88

35




Ejemplo: Encontrar el camino de valor
minimo entre los vertices 1y 2 (V)

Paso 1: u =70,k=4
P={1,37,54};T={2,6}+#¢

Paso 2:
u, =minfu,,u, +v,,} =min{100,70+15} = 85 = pred (2) = 4

Us = Min{ug, U, +V,, } =min{120,70+40} = 110 = pred (6) =4

Caminos de valor
minimo desde el
vértice 1 a los demas
vértices del grafo de
longitud menor o
igual que 5.

uﬂ‘“mDAD PON”HCM
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Algoritmo de Bellman-Ford

d Es un algoritmo mas general que el anterior

1 No recomendable si no hay arcos de valor negativo
d Complejidad: 6(n3)

[ No valido si hay circuitos de valor negativo

u;: longitud camino minimo de 1 a |
u™: long. camino minimo de 1 a j usando m arcos 0 menos

INICIO: u,'=0, uj*=d;;

ITERACION m: L _
ui™"" = Min u}“,Mln{uL“+vkj}
k#j
o PARAR: Si um= ujm+1, para todo |. En otro caso, hacer m=m+1 y volver
o & oo ] a la iteracion.

CoMiLLAS
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Ejemplo (I): Encontrar los caminos de valor
minimo que unen el vértice 1 con los demas

o ICADE

@/ @\\@
O

/
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Ejemplo (Il)

Inicio m=1; u;=0,u,=5,uU;=2, U; =0

Uuw&v&lum @ PONT)E, Crq
1CAI ICADE
COMILLAS
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Ejemplo (lII)

Iteracion
m=2

u; = min{u;,min{ui+v3,2,uj+v4'2}} = min 5,min{2+oo,oo—3}} =5

{
us = min{ué,min{ué+v2,3,uj+v4,3}} = min{Z,min{5+3,oo+6}}= 2
u; = min{uj,min{u§ +V,,, U; +v3,4}} = min{oo,min{5+4,2+1}} =3

C&?Lfﬁs Como u,, # U,, sevuelve aiterar

smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Ejemplo (1V)

Iteracion
m=3
ud = min{ug,min{ug +V,,, U +v4,2}} =min{5,min{2+00,3-3}}=0
us = min{u§,min{u§ +V, 4, Uj +v4,3}} = min{2,min{5+ 3,3+6}} =2
ud = min{uj,min{u§ LMY +v3,4}} =min{3,min{5+4,2+1}} =3

CSA(?LTKS Como U = u? sevuelveaiterar
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Ejemplo (V)

Iteracion
m=24

us +V,,,U, +v4,2}} = min{O,min{2+oo,3—3}} =0

2

3

{
u; = min{ug,min{uf +V, 5, U; +v4,3}} = min{2,min{0+3,3+ 6}}
{

uXe YU +v3,4}} =min{3,min{0+4,2+1}}
Como uj‘ # uf’ , V], secumpleel criteriode parada

Lo que por otra parte era de esperar ya que habiamos llegado a
la tercera iteracion, que coincide con el numero de veértices a
los que se quiere llegar desde el vértice 1.

uﬂ‘“mDAD PON”HCM
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Observaciones

Como habra podido observarse la evolucion del algoritmo es la
caracteristica de los algoritmos de programacion dinamica:

1°: un proceso de optimizacidén de caracter secuencial, y

2°: ala vez que se obtiene el 6ptimo buscado se hayan
también los caminos de valor minimo desde el vértice
inicial 1 al resto de los vertices de la red.

En el caso de que todos los arcos tengan valor 1, la aplicacion de
cualquiera de los algoritmos anteriores conduce a la obtencion de
caminos de longitud minima entre dos vertices..

D b, P
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Problemas de flujo maximo en red

4 Un grafo G(V,U) dirigido, sin bucles y fuertemente
conexo es unared de transporte si:

v existe una Unica fuente f
v existe un Unico sumidero s

v G esta valorado. El valor asociado a un arco es
una cantidad no negativa, su capacidad.

O Se trata de asignar (funcion de flujo) a cada arco un valor, su
flujo, conforme a las condiciones que a continuacion se
especifican, de forma que el objetivo es “transportar” la mayor
cantidad posible de la fuente al sumidero, es decir, que la suma
de los flujos asociados a los arcos que inciden en el sumidero
sea maxima.

NERSIDAD S PONTE
s ICAI tlﬁ ICADE =
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Conceptos relacionados con este problema (1)

dFlujo compatible, posible o realizable:

v El flujo asociado a un arco no supera su capacidad

v Verifica laley de conservacién de flujo: el flujo que “entra”
en un vertice es igual al que “sale” de él.

v El flujo que sale defes el quellegaas
jI(j.i)eV j/(i,j)eu
dCorte

v Conjunto de aristas cuya eliminacion desconecta a
G en dos componentes tal que sy t no estan en la
misma

v Capacidad de un corte: suma de las capacidades
de los arcos que lo forman

AD £ PON
o ) o
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Conceptos relacionados con este problema (lIl)

Arco saturado
Es aquel por el que circula un flujo igual a su capacidad.

Flujo completo
Es una funcién de flujo en la que todo camino ligando la entrada
con la salida contiene al menos un arco saturado.

Corte de una red de transporte
Todo subconjunto de arcos cuya supresion aisla la entrada de la
salida.

Capacidad de un corte
Es la suma de las capacidades de sus arcos.

NERSIDAD S PONTE
s ICAI tlﬁ ICADE =
CoMiILLAS
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Conceptos relacionados con este problema (lI)

Si ¢ es un flujo posible cuyo valor es V(o )y (P,P)
es un corte, cuya capacidad total es C(P, P’), se tiene
V(e) < C(P, P’)

Ademas,
max V(¢ ) = min C(P, P’)

Teorema de Ford -Fulkerson
El maximo flujo que se puede enviar coincide con
la minima capacidad del conjunto de los cortes de la red

UN\W“S‘DAD PON”HCM
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Algoritmo de Ford-Fulkerson ()
Un algoritmo de etiquetado

PASO 1: Obtener un flujo compatible.
PASO 2: Obtener un flujo completo

Si el flujo obtenido en el paso 1 no es completo

existira entre la entrada y la salida al menos un camino carente de
arcos saturados. Aumentamos los flujos en los arcos del mismo
de unidad en unidad hasta saturar al menos un arco. Si hay otros
caminos en las mismas circunstancias se repite la operacion

PASO 3: Marcaje de vértices

3.1 Comenzamos marcando la entrada con un signo +.

3.2 Una vez marcado un vértice i:

- Marcamos con + i todo vértice k aun no marcado y tal
gue exista el arco (i, k) y no esté saturado

. - Marcamos con — i todo vértice k ain no marcado vy tal
COMILLAS que exista el arco (k, i ) por el que circule un flujo no nulo.
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Algoritmo de Ford-Fulkerson (II)

PASO 4: Si por este proceso llegamos a marcar la salida, el flujo no
es maximo. Consideramos entonces una secuencia de
vértices marcados que una la entrada con la salida. A todo
arco de la misma orientado en el sentido de la secuencia de
vértices le aumentamos su flujo en una unidad y se lo
restamos si esta orientado en sentido opuesto. El proceso se
reitera hasta saturar uno de los arcos orientados en el
sentido de la secuencia o anular el flujo que circula por uno
de los orientados en sentido opuesto.

PASO 5: Se reitera el paso 4 hasta que sea imposible marcar la
salida.

PASO 6. Cuando esto sucede el flujo es maximo. El corte
de minima capacidad son los vértices etiquetados.

UNNEmD}\D PON”H(‘M
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Otra version del Algoritmo de Ford-Fulkerson

PASO 1: obtener un flujo compatible asignando a todos los arcos un
flujo 0. Etiquetar f con (+, o)

PASO 2: Si no se pueden etiquetar mas vertices: PASO 6
Si se pueden etiquetar: PASO 3

PASO 3: Seai el ultimo etiguetado y j no etiqguetado unido a i

Si(i,j)eUy o ;<Cy, 8 =min{s, C;- ¢}, etiquetaj: (i+, §,)
Si(.)eUyo;>0, 6 =min{3;, ¢}, etiquetaj: (i-, 5, )

PASO 4: Si el sumidero esta etiquetado ir a PASO 5. Si no, PASO 2

PASO 5: Aumentar el flujo de unidad en unidad en los vértices
etiquetados en 6, (disminuyendolo de igual forma en las
etiquetas negativas). Borrar etiguetas.

PASO 6: El flujo es maximo. El corte de minima capacidad son los
vértices etiquetados.

DAD 8 PONT)
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Ejemplo.

El niUmero entre paréntesis representa la capacidad del arco

5)
@ 0
©) \
\ @) ©)
©)

" @

2
I 1(4) 5
9) v (15)
@ o

\(5) 9)
9

ERS{DJ\D T PONT”_— (9)

e ICAI c’” ICADE = @
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Ejemplo.

Obtencidon de un flujo posible

w2
A 4

En rojo los arcos saturados

ICAI ICADE

CoMiLLAS
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Ejemplo.

Obtencion de un flujo completo (1)

El camino 1-2-5-9-11 no tiene ningun arco saturado. Incrementamos su
flujo en dos unidades hasta saturar el arco (2-5)

(5)
@ ——
(9)
7 2@ (9)
(9)
@ @5 3
PR 6 5|® (1)
. o DEPARTAS) 11 12
©) °1° 0 (15)
®
@/4' @ En rojo los arcos
saturados. No es un flujo

completo: el camino
SO G FONT 1-4-8-10-11
CE)I\%TKS no tiene arcos saturados.

smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL Teoria de Grafos o Redes- 107




Ejemplo.

Obtencion de un flujo completo (Il)

El camino 1-4-8-10-11 no tiene ningun arco saturado. Incrementamos su
flujo en tres unidades hasta saturar el arco (10-11)

©)
g 2|®

oS N0 |
4 5| ) @
3
o L

3
15
’ /
2 | (5)
3 J 20)
©)

Co&éﬁ_ms Es un flujo completo
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Ejemplo.

Obtencion de un flujo maximo: Fase de marcado de vertices (l)

Se ha establecido una
+ 1 -6 secuencia de vértices marcados
@ L’ desde la entrada a la salida.
(3) 9
(9) +9
@ (10 3\+ 2] (s 3
+ @ o ° 5@
3
ole @ ﬂw é’ 15
0 (15)
o @ (10
5
3 6 \( ) 979  Afadimos una unidad a los
(9) arcos que van orientados a la
salida y la restamos a los que
van en sentido contrario: se
W‘:?":“@"E:S:m anula el flujo del arco 5-6 y se
COMILLAS satura el arco 2-3.
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Ejemplo.

Obtencion de un flujo maximo: Fase de marcado de vertices (ll)

Se ha establecido una
secuencia de vértices marcados
desde la entrada a la salida.

9) - 10
9
N0, (10 @ —o 4 6 9
4 | 7 30 @
) (3) 15
9 1 1(4)
©) °1° 0 ? ! (15)
©6) @AL;@
4 4 3 o 8
+1 2|® - - |
5 | 9) Anadimos dos unidades a los
(9) arcos que van orientados a la
Q salida y las restamos a los que
+ 4 van en sentido contrario: se
un‘wv:i'j\*:"@’g;;wnq satura el arco arco 1-4 y deja
CoMILLAS de serlo el 9-10.
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Ejemplo.

Obtencion de un flujo maximo: Fase de marcado de vertices (lll)

Se ha establecido una
secuencia de vértices marcados

S
@ L; e desde la entrada a la salida.
S)

*

(9) 5 - 10

/ 3] B 0[©)

<:> ao 3'Hl|(&
8

5 A
9 0| (90 11@) 3

©)

(9) Anadimos una unidad a los
arcos que van orientados a la
salida y las restamos a los que
s @ o van en sentido contrario: se
COMILLAS satura el arco arco 3-6.
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Ejemplo.

Obtencion de un flujo maximo: Fase de marcado de vértices (IV)

f No es posible establecer una
(5) secuencia de vertices marcados

desde la entrada a la salida.

S

(19)

()

Hemos obtenido un flujo maximo. La capacidad
del corte formado por los arcos 2-3, 3-8 y 1-9, que
unen los vértice marcados con los que no lo

VERSIDAD PONTIE, o . q T, 7
A @ \CADE " estan, coincide con el flujo maximo y la minima

COMILLAS , ) capacidad que tiene cualquier corte
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Formulacidn en programacion lineal

Max V
sujetoa :
- Limitacion de capacidad de los arcos
0<g, <C,

- Continuidad del flujo

Z Pii — Z ¢; =0,1,]=2,3,...,n-1

- Cantidad VJo(é ‘f'IPJJo que alcaln£di sallda

V = Z D; salida

UNIVERSID @"Ownp j/(j ,Salida)EU
COMILLAS
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Problemas de flujo con coste minimo

d El objetivo es enviar una cantidad fija de flujo de una
fuente s a un sumidero t con coste total minimo.

1 Se resuelve mediante el programa lineal

Min Z Cii @i
(i))eu
Z ¢si = 9
i/(f.1)eU
Z Dii — Z O = 0,vj= f,s
i/(j.1)eu i/(i,])eU
0< g, SCij,V(i,j)eU

UN\W“S‘DAD PON”HCM
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Arbol de extension minima (6 maxima)

Dado un grafo G=(V, E) con pesos en las aristas, se
pretende obtener un arbol que conecte a todos los
vértices de forma que la suma de los pesos de sus
aristas sea minima.

Algoritmos avidos, avaros (greedy):

- en cada etapa escogen la eleccion optima para esa
etapa

- en general son heuristicos

e - en el caso de los arboles la solucidon es optima
COMILLAS
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Algoritmo de Prim

C.: conjunto de nodos conectados en la iteracion k
| C,: nodos no conectados aun

n: numero de nodos

T. arbol construido

PASO 1:
C,=9, C,=V. Se toma un vertice cualquiera ieC,

C,={i}, C,=V - {i}, k=2, T= @

PASO 2:

Seleccionar | eEk_l que sea el que se une a algun vertice de C,_, con
la arista de menor peso. Sea este vertice e, ;
C=CiaU L C= G- i T=T U {ey 4}

. Si k=n, parar. Si no, k=k+1 y repetir paso 2.

UNIVERSIDAD o5 Ciq
ICAI 9 ICADE
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Ejemplo: Encontrar el arbol de expansion
minima en lared de la figura.

) @ 17 @y @

TiFIc),

DAD &= PON

COMILLA
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Ejemplo: Encontrar el arbol de expansion minima

. _z—(9)
TR,
S \@

26 Y 46

Seguimos buscando, entre las aristas que
inciden en 2, 4 6 5 desde los otros vértices la
de menor valor. Es la arista 4-8, de valor 20.
La arista es incorporada al arbol y el vértice 8

al conjunto de vértices conectados por el arbol
S

CoMiLLAS
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Seleccionamos un vértice
cualquiera; el 5, por ejemplo, y
de las aristas que lo tienen por

uno de sus extremos la que
tiene menor valor asociado: en
nuestro caso la arista 5-4, de
valor 10.

Esa arista formara parte del

20 33 arbol buscado

Seleccionamos la arista que,
con extremo en 4 6 en 5 tiene el
valor menor. Es la arista 2-4,
con valor 17. Pasa a integrar el
arbol, en el que ya estan
conectados los vértices 2,4 y 5.

—®

Ese mecanismo sigue incorporando la arista 7-8 y el
vértice 7.

Luego la arista 3-5 y el vértice 3.

Y siguen sucesivamente la arista 1-3 y el vértice 1, la
arista 9-4 y el vértice 9 y la arista 6-5 y el vértice 6, con
lo cual el arbol queda terminado
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Ejemplo: El arbol de expansion minima es

————
X / D@

37

Ot
15 26
G
(&) D=

AD 5. PO
URVERSID Cl’_; : NTIEc, 5
ICAI
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Algoritmo de Solin (para busqueda de un minimo)

O Paso 1: Seleccionar el elemento de valor minimo de la matriz de
Incidencia valorada y marcarlo. Caso de existir varios, se
selecciona uno cualquiera.

O Paso 2: Eliminar la columna del elemento marcado y marcar la fila
cuya numero coincide con el de la columna recién eliminada.

O Paso 3: De entre los elementos que pertenecen a filas marcadas y
no pertenecen a columnas eliminadas se toma el de valor minimo
y se le marca.

O Paso 4: Se repiten los pasos 2y 3 hasta que no se puedan
seleccionar mas elementos. Si por este método se consigue
marcar todas las filas el problema tiene solucién y queda resuelto.

O Nota: El algoritmo funciona de forma similar para el caso de maximo, sin
@ oo mas que seleccionar valores maximos, en lugar de minimos
CoOMILLAS
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (1)

Se trata de obtener el arbol de expansion minima de una red cuya
matriz de aristas valoradas es

1 2 3 4 5 6 7 B8
— 20 18 14 19 15 16 13]

20 — @&spety 12 1177140 16
18 16 — & 22 12 13 14
14 9 8 —\13 16 21 17
19 12 22 13 - 10 17 24
15 11 12 16 10 - 13 18
16 10 13 21 17 13 - 14
13 16 14 17 24 18 14 -

1*
2*

0O 3 N D b~ W N

Paso 1. Seleccionamos el minimo elemento de la tabla: el 8, en la
casilla (3, 4). Eliminamos las columnas 3 y 4 y marcamos las filas 3 y 4

o @ oo Como no estan marcadas todas las filas, vamos al paso 2.
CoMiILLAS
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (2)

3*
1*
2*

20 -
18 16
14 9
19 12\
15 11
16 10
BMNI6

0 N N D AW N

19
12
22
13

10
17
24

15
11
L2,
16
10

13
18

16
10
13
21
17
13

14

13]

16
14
17
24
18
14

Paso 2. Seleccionamos el minimo elemento de la subtabla de fondo
amarillo : el 9, en la casilla (4, 2). Eliminamos la columna 2

y marcamos la fila 2.

Como no estan marcadas todas las filas, vamos al paso 2.
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (3)

1 2 3 4
17 =
3* 2|20
1* 3|18
2* 4|14
5|19
6|15
4* 7116
8113

19
12
IR
13
10
17
24

15
11
12
16
10
13
18

7
16
10
13
21
17
13

14

8

13]

16
14
17
24
18
14

Paso 2. Seleccionamos el minimo elemento de la subtabla de fondo
amarillo : el 10, en la casilla (2, 7). Eliminamos la columna 7

y marcamos la fila 7.

Como no estan marcadas todas las filas, volvemos al paso 2.
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (4)

3*
1*
2*

5 *
4 *

0O 9 N D bW N

20
18
14
19
15
16
13

19
12
22
13
10
17
24

15
11
12\
16
10
13
18

Paso 2. Seleccionamos el minimo elemento de la subtabla de fondo
amarillo : el 11, en la casilla (2, 6). Eliminamos la columna 6

y marcamos la fila 6.

Como no estan marcadas todas las filas, volvemos al paso 2.
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (5)

1 2 3 4
T

3+ 2|20

1* 3|18

2% 4|14

6% 5|19

5« 6|15

4% 7|16
8|13

13]

16
14
17
24
18
14

Paso 2. Seleccionamos el minimo elemento de la subtabla de fondo
amarillo : el 12, en la casilla (2, 5). Eliminamos la columna 5

y marcamos la fila 5.

Como no estan marcadas todas las filas, volvemos al paso 2.
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (6)

1

1__
3* 2120
1* 3118
2* 4|14
6* 5119
5* 6|15
4* 7116
7* 8|13

7

8

13]

16
14
17
24
18
14

Paso 2. Seleccionamos el minimo elemento de la subtabla de fondo
amarillo : el 14, de la casilla (7, 8) (aunque hay otros minimos
iguales). Eliminamos la columna 8 y marcamos la fila 8.

Como no estan marcadas todas las filas, volvemos al paso 2.
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Algoritmo de Solin. Ejemplo (7)

ae
e
T
5 s
e
oy
p
oy

0O 9 &N O AW N

13

Paso 2. Seleccionamos el minimo elemento de la subtabla de fondo

amarillo : el 14, de la casilla (4, 1)
Eliminamos la columna 1 y marcamos la fila 1.

Al estar marcadas todas las filas, se ha construido el arbol
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Arbol obtenido mediante el algoritmo de Solin

O— O—0O

O—O@—06

IDAD PONT)
UNWERS! 2 F
1CAl ICADE

— (1)
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Algoritmo de Kruskal (para busqueda de un maximo)

O Paso 1: Seleccionar y marcar la arista de mayor valor. Caso de
existir varias, se selecciona una cualquiera.

O Paso 2: Eliminar una de las aristas que no estén marcadas y
tengan un extremo en una cualquiera de las marcadas, de forma
gue si se marca la arista seleccionada no se genere un ciclo. De
estas aristas se seleccionay marca la asociada al mayor valor.

O Paso 3: Reiterar el paso 2 hasta que las aristas seleccionadas
conecten atodos los vértices de lared.

O Nota: El algoritmo parala obtencion de un arbol de expansion
minima es en todo semejante, excepto que se seleccionan
vone gy aristas de valor minimo.
CoMILLAS
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Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (1)

matriz de aristas valoradas es

0 4 N i AW N

uNNEv‘S‘DhD gy
ICAI \all9/ ICADE
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Se trata de obtener el arbol de expansion maxima de una red cuya

1

20
18
14
19
15
16
13

2
20

16
9
12
11
10
16

3
18

16
8
22
12
13
14

4
14

13
16
21
17

5
19
12
22
13
10
17

1*

6
15

11
12
16
10
13
18

7
16

10
13
21
17
13

14

8

13]

16
14
17

18
14

2*

Paso 1.

a) Seleccionamos el mayor
elemento de la tabla: el 24, en
la casilla (5, 8).

b) Tachamos las casillas (5,8)
y (8,5) donde se encuentra
ese maximo.

c) Marcamos las columnas 5y
8 de las que se han eliminado
las casillas (5,8) y (8,5)

Como no estan marcadas todas las columnas, vamos al paso 2.
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Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (2)

Paso 2.

a) Seleccionamos el mayor

2 3 4 5 6 7 8 elemento de la subtabla de

1[ - 20 MW 14 NS 15--16 M fondo verde : el 22, en la
2120 - 16 9 12 11 10 16 casilla (3, 5).
3(18 16 — 8 12 13 .
al1a 9 8 - 13 '\6 21 17 b) Tachamos las casillas (3,5)
y (5,3) donde se encuentra
S| 19 12 13 = 10 17 ese maximo y las (3,8) y (8,3)
6115 11 12 16 10 - 13 18 para evitar ciclos.
7116 10 13 21 17 13 - 14
8113 16 17 18 14 — c) Marcamos la columna 3 de
3 * 1 * 2 * la que se han eliminado las
casillas (5,8) y (8,5)
S Como no estan marcadas todas las columnas, vamos al paso 2.
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Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (3)

20

14

15
16

o O B~ W o =

4*

20

16

12
11
10
16

16

12
13

3*

14

13
16
21
17

15

12N 1

13

10
17

12
16
10

13
18

16
10
13
21
17
13

14

16

17

Paso 2.

a) Seleccionamos el mayor
elemento de la subtabla de
fondo verde : el 19, en la
casilla (1, 5).

b) Tachamos las casillas (1,5),
(1,3) y (1,8), asi como las
(3,1), (5,1) y (8,1) para evitar
ciclos.

c) Marcamos lo que queda de
la columna 1

Como no estan marcadas todas las columnas, vamos al paso 2.
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Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (4)

14

15
16

O N &N U B~ W l\)/—*
) 1
|

4*

11
10

5*

12
13

3*

14

13
16
21
17

13

10
17

15
11
12
16
10

13
18

16
10
13
21
17
13

14

17

18
14

2*

Paso 2.

a) Seleccionamos el mayor
elemento de la subtabla de
fondo verde : el 20, en la
casilla (1, 2).

b) Tachamos las casillas (2,1),
(2,3), (2,9) y(2,8) y sus
simétricas para evitar ciclos.

c) Marcamos lo que queda de
la columna 2

Como no estan marcadas todas las columnas, vamos al paso 2.
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Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (5)

14

16

0 4 N i AW N

4*

10

5*

13

3*

14

13
16
21
17

13

17

16

13

6*

16
10
13
21
17
13

14

17

Paso 2.

a) Seleccionamos el mayor
elemento de la subtabla de
fondo verde : el 18, en la
casilla (6, 8).

b) Tachamos las casillas (6,1),
simétricas para evitar ciclos.

c) Marcamos lo que queda de
la columna 6

Como no estan marcadas todas las columnas, vamos al paso 2.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

Teoria de Grafos o Redes- 135



uNN“‘S‘DAD PONHH(‘M
1CAl ICADE

CoMiLLAS

MEATE DR

Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (6)

6] Nl DISE EAR R

0 I O L AW N -
I

4* 5* 3* 7* 1 *

13

6*

16
10
13
21
17
13

14

14

2*

Paso 2.

a) Seleccionamos el mayor
elemento de la subtabla de
fondo verde : el 17, en la
casilla (4, 8).

b) Tachamos las casillas (4,1),
(4,2), (4.3), (4,5), (4,6) y (4.8)
y sus simétricas para evitar
ciclos.

c) Marcamos lo que queda de
la columna 4

Como no estan marcadas todas las columnas, vamos al paso 2.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

Teoria de Grafos o Redes- 136



Algoritmo de Kruskal. Ejemplo (7)

Paso 2.

a) Seleccionamos el mayor
elemento de la subtabla de

1 - s fondo verde : el 21, en la

2 — casilla (4, 7).

3 -

4 B b) Tachamos todas las casillas

- de la linea 7 y sus simétricas.

6 ]

7 —

8| | c) Marcamos lo que queda de
4* 5* 3 * 7* 1 * 6* 8* 2 * Ia C0|umna 4

e Como estan marcadas todas las columnas, hemos obtenido el arbol.
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El arbol de expansion maxima

24 17

O,

/\
O, O

O, Q

20

O,

Un\“E“S‘UhD @ Pownnq 4
1CAl ICADE
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Modelado y optimizacion sobre redes

Los problemas del viajante de comercio y del
cartero chino



Problema del viajante (TSP)

1 Consiste en encontrar el circuito de valor minimo en
un grafo valorado que:

v’ visite cada vértice exactamente una vez

* el problema es encontrar un circuito o un ciclo
hamiltoniano de longitud minima

v’ visite cada vértice al menos una vez

e en este caso la solucion no tiene por que ser un circuito
o ciclo simple.

 Si el grafo es orientado o dirigido el problema se
conoce como TSP asimeétrico.

[ No se ha encontrado ningun algoritmo exacto de
complejidad polinomial que lo resuelva.
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Formulacion en programacion lineal

Min > ¢, X |
i
sujetoa :

{1 ,si enlaruta seleccionadasevade | a |
X =

0, en otro caso

0<c; <o
S D1LYR; Sl x B,V
j=1 i=1

Estas ultimas condiciones establecen que a cada vértice llega un solo arco y
que de cada vértice sale también un solo arco. Para evitar caer en ciclos
parciales se asocia a cada vertice una variable v sobre las que se consideran
las condiciones adicionales:

vi-vi+lsn(l-x;),i#j,i=23...n;j=23,..,n

e @y .
COMILLAS conv, =1

smooA e pe  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL L




Problema del cartero chino

O Es una variante del programa anterior.

O Se permite pasar mas de una vez por cada arista.
 Se busca el recorrido de longitud minima.

 Si existe un ciclo euleriano, esa es la solucion.

d Si no, hay que pasar por alguna arista mas de
unavez.

4 Variantes
v Cartero motorizado (grafo dirigido)
v Parte del recorrido prefijado
v’ Vuelta a la base cada cierto tiempo

UNNEmD}\D PON”H(‘M
ICAI ,9 ICADE
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Algoritmo bioptimal para el TSP simeétrico

PASO 1: Seleccionar origen s. Elegir un vértice t cuya distanciaa s
sea minima. Hacer I=t

PASO 2: Seleccionar t entre los no visitados t.gq. d(l,t) sea minima.
Anadir t al recorrido y hacer I=t

Si hay nudos que no estén en el recorrido: PASO 1
Si no, afadir s al recorrido: PASO 2

PASO 3: El recorrido sera x,, X,, ..., X,, X;. Longitud L, i=1

PASO 4: |=i+2

PASO 5: Considerar recorrido X, -, Xj, Xj, Xj_15 -+ Xje1, Xjsgs -5 X
SiL’' <L : Seconsideranuevo recorrido: PASO 3

SiL'>L: PASO6 %
PASO 6: |=j+1 Xj+1
Si j<n : PASO 5 X
Sij>n, i=i+1 y
g~ Sii<n-2:PASO 4 |
C’SJ\%TKS Si i >n-2 : PARAR A
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Ejemplo (I)

o 13 12 18 7 14
13 o 21 26 15 25
12 21 o 11 6 4
18 26 11 o« 12 14
7 1S “&sA2cApE 9

14 25 4 14 9 o

Paso 1:s=1; t=1; recorrido parcial 1-5

Paso 2:1=5; t=3; recorrido parcial 1-5-3

Paso 2:1=3; t=6; recorrido parcial 1-5-3-6

Paso 2:1=6; t=4; recorrido parcial 1-5-3-6-4

Paso 2:1=4; t=2; recorrido parcial 1-5-3-6-4-2 Todos los vértices visitados

Paso 3: Circuito hamiltoniano 1-5-3-6-4-2-1 . Longitud =70 ;i=1

e @ o Paso 4:j=3
CoMiLLAS :
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Ejemplo (Il)

Paso 5: Considerar 1-3-5-6-4-2-1. Longitud = 80. Ir a paso 6
Paso 6. j =4 <=6; entoncesira paso 5

Paso 5: Considerar 1-6-3-5-4-2-1. Longitud = 77. Ir a paso 6
Paso 6. j =5 <=6; entonces ira paso 5

Paso 5: Considerar 1-4-6-3-5-2-1. Longitud = 70. Ir a paso 6
Paso 6. j = 6 <=6; entonces ira paso 5

Paso 5: Considerar 1-2-4-6-3-5-1. Longitud = 70. Ir a paso 6
Paso 6: j =7 > 6; entonces poner i =1+1=2 <= 6-2=4; ir a paso 4
Paso 4.j=4

Paso 5: Considerar 1-5-6-3-4-2-1. Longitud = 70. Ir a paso 6
Paso 6. j =5 <=6; entonces ira paso 5

Paso 5: Considerar 1-5-4-6-3-2-1. Longitud = 71. Ir a paso 6

Paso 6. j =6 <=6; entonces ira paso 5
@9/ ICADE

ICAI \&
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Ejemplo (Il

Paso 5: Considerar 1-5-2-4-6-3-1. Longitud = 78. Ir a paso 6
Paso 6:j =7 > 6; entonces poner i =2+1=3 <= 6-2=4; ir a paso 4
Paso4.j=5

Paso 5: Considerar 1-5-3-4-6-2-1. Longitud = 76. Ir a paso 6

Paso 6. j =6 <=6; entonces irapaso 5
Paso 5: Considerar 1-2-4-6-3-5-1. Longitud = 86. Ir a paso 6
Paso 6:j =7 > 6; entonces poner i =3+1=4 <= 6-2=4; ir a paso 4
Paso4:.j=6
Paso 5: Considerar 1-5-3-6-2-4-1. Longitud = 86. Ir a paso 6
Paso 6. j =7 > 6; entonces poner i =4+1=5 > 6-2=4; Parar

El recorrido inicial

1-5-3-6-4-2-1

i es un recorrido bioptimal que, al ser el método heuristico, no es seguro sea el

o @ oo o circuito hamiltoniano éptimo.
CoMiILLAS
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Problema del vigjante.
Algoritmo heuristico de Foulkes (I)

Supongamos la siguiente matriz de tiempos de trayecto entre vertices

A B C D E F G H .
_ _ 1,sic;<c;;0l=]
Al—- 8 5 3 6 4 3 8 ai,j—{
0,en otro caso
Bl4 - 6 7 4.6 5 3
cCl4 3 - 2 7 8 3 6 A B CDEFGH
D13 5 3 - 9 7 5 12 Al1 0 01 01 1 O]
E|5 3 5 2 - 6 3 10 Bi{1 1 0 0 0 01 0
FIl7 2 9 6 8 — 8 c|1 1110111
Gl 8 10 6 7 § _ > DIO1 01 0 0 10
Hl2 1 9 3 8 7 5 -— EI1 1 1 1 1 1 1 0
FIO 1 01 0 110
Asociamos la siguiente matriz G(0O OOOO0OOT10QO0
@m H|1 1011120 1
CBMlLfKS
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Problema del viajante. Algoritmo de Foulkes (Il)

Calculamos sucesivamente las potencias booleanas

A AT AL

hasta llegar a dos iteraciones sucesivas que proporcionen la misma potencia.
En nuestro caso, eso ocurre en la octava potencia

>
T

Buscamos, si las hay, aquellas lineas
que contienen solamente 1°s. Son las de los
vértices C, Ey H.

Significa que esos vértices son
equivalentes en cuanto a preferencia y
deben ser anteriores a cualesquiera otros.
Constituiran la primera subred fuertemente
conexa Yy de ellos partiran todos los caminos
a considerar.

Z

Il
I O T mooOd mw >
R O F F F P -
R O F FF - +—»
R O O O O o O
R O P P+ = = O
R O Ok O Fkr O o m
R O F F F F FF = T
e i i i e e T T N 1))
R O O kb O Fkr O O

uNN“‘S‘DAD PONHH(‘M
1CAI ICADE
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Problema del viajante. Algoritmo de Foulkes (lll)

Eliminamos las filas y columnas de esos veértices

A B D F G

A1 0111 1]
gL GBS icAbe 1
SON I A D
FA 101 ®l 11 ol
o0 0 0 0 O

y en la matriz reducida volvemos a seleccionar aquellas filas
constituidas por 1°s: todas, excepto la del vertice G. A, B, Dy F
formaran la segunda subred y G la tercera.

UNNE“S‘DAD PON”HCM
1CAI ICADE
CoMiLLA
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Algoritmo de Foulkes (1V) |

1 Para obtener todos los caminos | @—> @
hamiltonianos de lared, candidatos | :
a dar el minimo tiempo, obtenemos e e -

los de cada subred, encadenandolos l
luego si ello es posible.

Q En la primera subred obtenemos @
CHE, HEC y ECH 5 | >< I
O En lasegunda AFDB, FBAD, BAFD,
FDBA y DBAF. : —

d En latercerasolo . e

El problema del viajante. ; @

UNN“&\DAD PON”HCM
1CAI ICADE
CoMILLAS
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El problema del
~ vigjante. Algoritmo
de Foulkes (V)

d Como todos los
encadenamientos entre
caminos de las subredes
sucesivas son posibles
obtenemos 15 caminos
hamiltonianos candidatos
a dar el tiempo de trayecto
minimo, tal como se refleja
en la tabla.

L Como ocurre con todo heuristico,

el método no garantiza que el

camino proporcionado sea el mejor
ESOND B FONT I osible.
5 “v;??»\r @ ICADE 2 p
CoOMILLAS
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Camino Coste
CHEFBADG |6+8+6+2+4+3+5= 34
CHEFDBAG | 6+8+6+6+5+4+3= 38
CHEDBAFG | 6+8+2+5+4+4+8= 37
CHEAFDBG | 6+8+5+4+6+5+5= 39
CHEBAFDG | 6+8+5+4+4+6+5= 36
HECFBADG | 8+5+8+2+4+3+5=35
HECFDBAG | 8+5+8+6+5+4+3= 39
HECDBAFG | 8+5+2+5+4+4+8= 36
HECAFDBG | 8+5+4+4+6+5+5= 37
HECBAFDG | 8+5+3+4+4+6+5= 35
ECHFBADG | 5+6+7+2+4+3+5= 32
ECHFDBAG | 5+6+7+6+5+4+3= 36
ECHBDAFG | 5+6+3+5+4+4+8= 35
ECHAFDBG | 5+6+2+4+6+5+5= 33
ECHBAFDG | 5+6+1+4+4+6+5=31
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