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Ejemplo:

e Un artesano fabrica trenes y camiones de juguete

e Utilizando tornillos, bloques y ruedas como componentes

Solucidn grafica (i)

e En la semana proxima dispone de 8000, 6000 y 6300 componentes respectivas

e Los beneficios por tren y camidén son 1.6 euros/unidad y 1.4 euros/unidad

Tornillos Bloques Ruedas
Tren 10 15 18
Camion 20 10 6

e
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Solucidn grafica (ii)
Formulacion matematica:

Maximizacion del
Max Z =1.6- X1 +1.4- X2 — beneficio total
sujetoa:
10-x,+20-x, <8000 == Existencias TORNILLOS

15- X +10- X, <6000 mmp Existencias BLOQUES

18-x, +6-Xx, <6300
X 2 mm) Existencias RUEDAS
X, %, =0
- fabri Se consideran variables reales
X, - Namero de trenes a fabricar en primera aproximacion

X2 . Nimero de camiones a fabricar
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Solucion grafica (iii)

Representacion grafica de restricciones

x2
j rl: 10x1 + 20x2 <= 8000
TORNILLOS

(200, 300)
r2: 15x1 + 10x2 <= 6000

/ BLOQUES

(300, 150)
r3: 18x1 + 6x2 <= 6300

/ RUEDAS

1 1 » x1
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Solucidn grafica (iv)

x2
Rectas de \ rl: 10x1 + 20x2 <= 8000 TORNILLOS
isobeneficio:® N\
200 (0, 400N, \\
SOLUCION
OPTIMA
300

r2: 15x1 + 10x2 <= 6000 BLOQUES

- /
N\

(300, 150)

\ N\ r3: 18x1 + 6x2 <= 6300 RUEDAS
N \ 100 N N
AN NN\
\ N N\ \ z=740
\\\ (350, 0},
‘ TN T T > x1
0,0 20
(0, O\ N 100 0 300 N400 N 690
N N\
\ N\ Z=560=1.6x1+1.4x2 -
\Z =0 UNNFE‘;T ?é%?; ICNATIIDHE M
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Solucidn grafica (v)

Solucion éptima:

e La solucion 6ptima es fabricar 200 trenes y 300 camiones
e Se utilizan todas las existencias de tornillos (8000)

e Se utilizan todas las existencias de bloques (6000)

e Se utilizan 5400 ruedas sobrando 900 de las existencias

e E|l beneficio resultante es de

.
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Sensibilidades graficas (i)

Cambios en coeficientes de la funcion objetivo (i)

§ Aumentando el beneficio
L2 % por tren (btren)
£
©
Q
btren: 0
Fo0 e
0, 400) " btrg : ..
(0, 400) n:0., Manteniendo el beneficio
30 o, 2 por camion en 1.4 euros
20

(300, 150)

100

(350, 0) Trenes

» x1
(0, 0) 100 200 300 400 (ERSIDAD B PONTIE
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Sensibilidades graficas (ii)

Cambios en coeficientes de la funcion objetivo (ii)

—oo <btren<0.7| 0.7 <btren < 2.1| 2.1 < btren < 4.2 |4.2 < btren < +o

x2

Camiones

(0, 400) (200, 300) (300, 150) (350, 0)

400
f.0.:560 |f.o0.: 560840 |f.0.:840 +1470| f.0.: 147 +O0O

30

20
[Aumentando el beneficio }

por tren (btren)

100 '
8
Trenes
1T T T 1 » x1
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Sensibilidades graficas (iii)
Cambios en las restricciones de existencias (i)

Reduciendo el numero de existencias de ruedas y
manteniendo la funcién objetivo

X2
I Se generan tres rangos de ruedas:
(0,400
400 ) / @ 5400 < Ruedas < +o
< <
. 28,300 (D) 2400 < Ruedas <5400
@ 0 < Ruedas <2400
20
(300, 150)
r3: 18x1 + 6x2 <= 6300
A @\ @ DR
1 (3|50|’ 0|) 1 > x1 QDAD % PONT
(0,00 100 200 300 400 Al 8 IcADE
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Sensibilidades graficas (iv)

Cambios en las restricciones de existencias (i)

La solucion en cada uno de los rangos es:

1*2 O (M (W)

10- X, +20- X, =8000 X, =0

Mr1: 10x1 + 20x2 <= 8000 | (200, 300)
00, 18- x, +6- X, = Ruedas|18- x, +6- x, = Ruedas

30 (200, 300)

r2: 15x1 + 10x2 <= 6000
iso\beneficio

\ 20
(300, 150)

Y r3: 18x1 + 6x2 <= 6300
RUEDAS
(350, 0) -
(0,00 00 200 300 400 e G A
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Sensibilidades graficas (v)

Solucidon no acotada

No siempre existe una solucion acotada para un problema de optimizacién

En el ejemplo del artesano se obtiene una solucidon no acotada si:
e No se limitan las existencias de tornillos, bloques y ruedas

e Si el proveedor de componentes obliga a que se adquieran al menos
4 blogues y 4 ruedas por cada 4 tornillos

A

AN
(10-x, +20-x,)/4<(15-x,+10-x,)/4 ]

(10-x,+20-%,)/4<(18-x,+6-X,)/4

/

\ isobeneficio

=
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Método Simplex (i)
Geometria de la programacion lineal

« Poliedro: Region definida por la interseccidon de un conjunto finito de hiperespacios

fzaiij Sb.
]

\Zaiij Zbl
j

e Laregion factible de un problema de programacion lineal es un poliedro

hiperespacios<

e Vértice de un poliedro: punto que no se expresa como combinacion lineal convexa

de dos puntos distintos de un poliedro

Si existe un optimo en un problema
de programacion lineal, éste se
encuentra en un VERTICE
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Método Simplex (ii)

« Forma estandar

min Z =c' - x
A-x=D —>
x>0

xeR": AeR™": ceR":beR"

Problema del artesano

MinZ=-1.6-x-1.4-X,+0-h +0-h,+0-h,
sujetoa:

10-x +20-x, +h =8000
15-x +10-x,+ h,  =6000
18- %, +6-X, + h, =6300
X %y, 1y >0

El método simplex requiere de
iteraciones proporcionales al
numero de restricciones my el
tiempo de resolucion es

proporcional a m?

¢’ =(-16,-1.4,0,0,0)
X' = (%%, 0y, by, )

(10 20 1 0 O] 8000
A=[15 10 0 1 0| b=|6000
_18 6 O O 1_ ERSURAD st PANT)E
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Método Simplex (iii)
Transformaciones a la forma estandar

e Funcidén objetivo : maxZ —min -2
e Restricciones < : Se introduce una variable de holgura U;
2.3 X < =) 8 x +u =D b =0
J ]
* Restricciones > : Se introduce una variable de holgura o exceso V,

D a-x,=h —>> a-x,—-v, =h b >0
j j

e Variables negativas : —o0 < X; <0m X, =Y, 0< Y; < 400

e Variables negativas acotadas : Lj SX S Omp X, =y, +L;; 0< Yi=—

e Variables libres : Se sustituye por 2 variables X; = X-+ —Xj
0< x <o 0<X{<o0

AD sheaes PO
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Método Simplex (iv)

Tipos de Soluciones

e Solucion Factible: Satisface todas las restricciones
Pertenece a la region factible

e Solucion Infactible: Viola al menos una restriccion
No pertenece a la region factible

e Solucion Basica Factible: Tiene m variables basicas asociadas a la
matriz no singular de restricciones A de
rango m que toman valor #0vy el resto =0

e Solucion Optima : Solucién basica factible con mejor valor de la f.o.

g
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Método Simplex (v)

Teorema fundamental de la Programacion Lineal

¢ Si admite solucidn factible, ésta es Solucidn Basica

e Si admite solucién éptima finita, ésta es Solucion Basica Optima

UNN'\'-_RS‘DAD PONT], FICy A
ICAI ICADE

Departamento de Organizacién Industrial C S
epartamento de Organizacion Industria Programac:on Lineal 20 OMILLA

Escuela Técnica Superior de Ingenieria ICAI




Solucién grafica
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Simplex (1)

Descomposicion en componentes BASICAS y NO BASICAS

| ]T X € R™ vector de variables BASICAS

X =[Xg,X
o X, € R""vector de variables NO BASICAS
1 | BeR™™ matriz BASE
A:[B, N] _
N € R™™ matriz NO BASICA

Cc, € R™ coeficientes de variables BASICAS
¢, € R" "coeficientes de variables NO BASICAS

¢ len]|
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Vietodologia Simplex (ii)

Reformulacion del problema

A-x=Db
B-X3+N-xy=b — x3=B*(b—Nx,)=B"b—B™*Nx,

Funcion objetivo
T T T o-1 T AT p-l
Z =Gy X5 +Cy Xy =C B*b+| cf —¢5 BN | x,

Al tomar valor nulo las variables no basicas se tiene:

X, =Bh

Z=C, X, =Cy B™b

UNN'\'-_RS‘DAD PONT], FICy A
ICAI ICADE

Departamento de Organizacién Industrial C S
epartamento de Organizacion Industria Programac:on Lineal 23 OMILLA

Escuela Técnica Superior de Ingenieria ICAI




Simplex (iii)
Los costes reducidos

e

CNT — CNT —CBT BN ) Vector de costes reducidos
A _ T -1 _ B

C;=C;—C; Ba, =c, -z,

d; :columna de la variable Xen A

Los costes reducidos en la funcion objetivo:
T Ry =3 Ry =35 _
Z=c, xB+ch X; _ZJFZ‘Cj X =2+ Z‘(Cj Z,)X
Jely JEIN Jely

¢ E|l coste reducido indica el cambio en la f.0. debido a un incremento unitario de la variable

* En el dptimo todos los costes reducidos de las variables no basicas son > 0 (estandar)

¢ Los costes reducidos de las variables basicas son siempre 0

* Si el coste reducido de una variable no bésica en el éptimo es 0 EE) multiples dptimos

=
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Simplex (iv)

Metodologia en el problema del artesano:

h 16 0 1 00 10 20
X, =| h, xNz()):l) cN:( 1'4) c,=|0| B={0 1 0| N=[15 10
h, : | 001 18 6
8000 .
3h—| 6000 " (0] Solucion inicial
Xg = = N — .
%,)=(0,0
6300 (X, %) =(0,0)
Costes reducidos: 6NT = CNT —CBT BN =(—1.6,—1.4)
Cambios en las variables basicas: 8000\ 10 20
X
X; =B1b—B N x, Xz =| 6000 |—-|15 10 L}
6300) |18 6 |- °-

TUNW ICrq
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Simplex (v)
Evolucion de la funcion objetivo del artesano:

La funcién objetivo cambia de valor al cambio de las variables basicas

Ejemplo:  Z=¢; B'h+&, X, =0+(-1.6, —1.4)&}:-1.6»“—1.4«2
2

La f.0. disminuye al aumentar ‘ La base actual NO
cualquiera de las variables no basicas es optima

e La prueba de optimalidad consiste en comprobar si existe alguna
variable con coste reducido negativo

@ Si no existieran, la base actual es dptima

@ Si existen, se selecciona entre ellas |la variable basica
entrante cuyo coste reducido tenga mayor valor absoluto

Ejemplo: La x, tiene coste reducido —1.6 y por ello es la variable entrante

v,
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Simplex (vi)
Incremento de las variables NO BASICAS:

Las variables NO BASICAS se pueden incrementar hasta que
las variables BASICAS incumplan una o varias restricciones

-1 -1 N -1 N
X =B b—B"N X, =b—B7a, x =b—-y, X
a, :columna de la matriz A correspondiente a la variable X

(XB)i :Bl_yitxt , 1ely

|_CT>

oSi Yii > 0 ‘(XB )i Disminuye cuando X;se incrementa hasta
(hasta que se anula) Yit

oSi yit < O‘(XB)i Aumenta o permanece
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Simplex (vii)
Maximo incremento de variables NO BASICAS:

La variable NO BASICA elegida como variable BASICA ENTRANTE
se incrementa hasta que la primera variable BASICA se anula

La variable BASICA SALIENTE es la que primero se anula

{6 }
X =min{ — Y., >0
1<i<m yI

Ejemplo artesano:

10
— . 18000 6000 6300 :
:B—laxlz 15 x1=m|n{ 15 ' 1a ,}=m|n{800,400,3i)}

10
18 I

[l’g es |la variable basica saliente
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Simplex (viii)

Actualizacion de las variables BASICAS y la F.O.:

=B

L =C; Xg
(1 0 10

Ejemplo: B=l0 1 15| B'=
0 0 18

1 0 -05]

l‘ll —
X,=|h,|=|0 1 -083]

x| [0 0 005

1 0 -05|
0 1 —0.83
0 0 005
8000] [4500 |
6000 750
6300 | 350

Q x> >
X

Solucién 12 iteracion: (350, 0) ===y Funcidn objetivo = -560
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Simplex (ix)
PASOS del método SIMPLEX (i)

@ Inicializacion: Solucion basica factible inicial
X, =b=B"b>0

A T
@ Prueba de optimalidad: Se calculan los costes reducidos
AT T T -1
Cy =Cy —C; BN
e Si todos los costes reducidos son > 0, la base es optima

e Si existe algun coste reducido <0 se selecciona var. basica entrante
aquella cuyo coste reducido negativo tenga mayor valor absoluto Xt

s,
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Vietodologia Simplex (x)

PASOS del método SIMPLEX (ii)

@) Iteracion
Y, = B a, : columna pivote de X

b . |b | .
— =min{—:Y, >0+ : variable basica saliente XS
yst L<i<m yit

Si todas las Y., < O el problema resulta no acotado

@ Pivotamiento

., . np-1
e Actualizacién de la matriz B
e Actualizacion del vector de variables basicas XB

e Volver al paso @

Departamento de Organizacion Industrial
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Simplex (xi)

Pasos dei simplex al problema de artesano:

Iteracion 2 hl 4500
XB = h2 XN :(ij XB = 750
2
X, 350
Costes reducidos: 1 0 -05)0
&, =c," —cy'B*N=(0,-1.4)-(0,0,-1.6)| 0 1 -0.83| 0 =( 08,-0.86)
0 0 005 \1 /
C | | [y | / | P4 + +
S€ SeieccCiona Ia variapie X, Comao variaple basica entrante

6
y=B'a, =| 5 | X in{270, 150, 1166.6}

166 5 '0.3
0.3 /

Se selecciona la variable h, como variable basica sallente

A
UNT IVERSIDAD i * ONTIF|c, "
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Simplex (xii)
Pasos del simplex al problema de artesano:

Iteracion 2 (cont.)

h 1 -33 22 )(8000) /(2000
Xs=| X% |=B*b={0 02 0166000 | 150 |d=pSolucion
X, 0 —006 0.1 |(6300) \ 300 ) 'teracion2®

(%%, ) =(300,150)

Funcion objetivo: -690

: X -, -
Las soluciones van 2 La funcion objetivo
cambiando por siempre mejora o
vértices adyacentes permanece
[ > s
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Simplex (xiii)

Pasos del simplex al problema de artesano:

Iteracion 3 h3

Xy =
h,

Costes reducidos: 1 33 22 Y0 0
&' =Gy —Cy B'N=(0,0)~(0,-14,-16){0 02 -016|/0 1|=(-0.050173)
0 006 01 {1 0
Se selecciona la variable m% variable basica entrante

y,=B'a, =|-0.16 Xt :min{zgg ,nulo,3—9}=min{9 0, nulo, 2700}

Se selecciona la variable h, como variable basica saliente

oy
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Simplex (xiv)
Pasos del simplex al problema de artesano:

Iteracion 3 (cont.)

h, 045 -15 1)(8000 900
Xe =| X, |=B"b=| 0075 -0.05 0| 6000 || 300 | 4=pSolucion
X, 005 01 0)\6300)\(200)  'teracion 32
Funcion objetivo: -740 (X1’ Xz) 2(200, 300)
X2
Sabemos
graficamente [ Falta comprobarlo }
gue es el 6ptimo 1
O > Iteracion 4 o g
X N & R ICNAI'DEM
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Vetodologia Simplex (xv)

Pasos del simplex al problema de artesano:

Iteracién 4 4 hs\ 900
Xs =| X, | X :(hl] Xg =| 300
B 2 N h2
(X 200
Costes reducidos: 045 -15 11 0
¢y =C, —C; B™N=(0,0)-(0,-14,-1.6)| 0.075 -0.05 0| 0 1|=(0.0250.09)

005 01 0)\0 y

—
No hay costes reducidos negativos

Por tanto se ha alcanzado el OPTIMO
en la iteracidon anterior

UNN'\'-_RS‘DAD PONT], FICy A
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Simplex (xvi)

Multiples éptimos:

Se detectan multiples dptimos cuando en el 6ptimo existen
variables no basicas cuyos costes reducidos son nulos

Para que sean diferentes 6ptimos, la variable no basica
con coste reducido nulo ha de tomar valor no nulo al entrar en la base

.

Ejemplo: Dos soluciones éptimas (Xll,Xé) (>(12,X22)
2

(X =A- X 4(1=1) %
0<i<1 1 % +(1=4) % 1./

X, =A% +(1-1)-%

.

e
UNIWVERSIDAD go@es, PONTIF )
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Simplex (xvii)
Forma tabular:

Se expresa el problema de optimizacion en una tabla
con la siguiente estructura:

Var.basicas 7 N Xp Cotas
Funcion
_ _ T T -
Z 1 Cn Cp 0 J objetivo
XB 0 N B b L Restricciones

Se resta de la funcién objetivo las restricciones multiplicadas por c;" B!

Se multiplican las restricciones por B!

Var.bdsicas Z XN Xg Cotas
Costes

- _c.TR-1
-Z -1 CNT-CBTB IN 0 Cg B™D reducidos

X | 0| BN | CHDD;
solucién

T4
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simplex (xviii)
Eliminacidn gaussiana:
Sirve para actualizar la tabla de una a otra iteracion
‘Se pone un 1 en el elemento pivote y un 0 en el resto de la columna’

e Dividir la fila pivote por el elemento pivote Yq
e Restar a las demas filas la nueva fila pivote multiplicada por el
elemento que se anula de la columna pivote

Iteracidn 1
Z x1 X2 hl h2 h3 | Cotas | Relacion
-z |-1]|-16]|-14] O 0 0 0 +1.6
h1 | 0| 10 | 20 1 0 0 | 8000 |8000/10 |-10°
variable | h2 | 0 | 156 | 10 0 1 0 | 6000 |[6000/15 [ *-°
bisicademh3 | 0 | (18) | 6 0 0 1 | 6300 | 6300/18 | /18

saliente

El elemento pivote resulta Ya1 }.F,C,A
DE

COMILLA

M A D R I D
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simplex (xix)

Iteracion 2
Z x1 X2 hl h2 h3 | Cotas | Relacion
2 11| o |-08 | o0 0 | 0.08 | 560 +0.860
Variable| hl1 | O 0 16.6 1 0 _0.5 | 4500 izog — 270|166
SZEZ‘ﬁfe-hz o] o |G| o 1 | 56| 750 | 150 |/°
x1 0 1 1ﬁ3 0 0 1/18 | 350 1050 [/
4 Variable basica entrante El elemento pivote
resulta Yo
f.o.: 560
O—=mmd> > RSIDAD 25 PONTs
(0,0) (350,0) TN %,,,f ICADE
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simplex (xx)

Iteracion 3
Z x1 X2 hl h2 h3 | Cotas | Relacion
Variable | Z | -1 0 0 0 0.173 [=0.05 | 690 -0.05
bésica ¢l 0 0 1 | 33 @ 2000 | 900 |/22
saliente [~ T 0 | o 1 0 | 1/5 | -a/6 | 150 | nulo [+/6
x1 0 1 0 0 -1/15 1i9 300 2/00 |-1/9
1 Variable basica entrante
f.0.: 690 _
[ El elemento pivote }
(300,150) resulta Y12
(0,0) (350,00
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simplex (xxi)

Iteracion 4
Z x1 X2 hl h2 h3 | Cotas
z 1] o | o [@Qo2D 0 | 740
h3 0 0 0.45 | -1.5 1 900
X2 0 1 0.075|-0.05| O 300
x1 | 0 1 0 -0.05 | 0.1 0 200

Todos los costes reducidos son positivos o nulos
por lo que el dptimo ha sido alcanzado

Solucion 6ptima: (200, 300)
Funcién objetivo: 740

UNIVERSIDAD 88 PONTIFC
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simplex (xxii)

Solucidon basica factible inicial

e En las restricciones < |la base esta formada por las variables de holgura h

e En las restricciones > se introducen variables de exceso € y variables
artificiales d.

e En las restricciones = se introducen variables artificiales

> a; x; <h :>Za1.j X +h =

j

Za,x > :>Za1J —e+a =
Zaux —~ :Zaux +a =

UNIVERSIDAD ¢ ;‘ A % PONTIE ),
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simplex (xxiii)

Solucion basica factible inicial (cont.)

e Las variables artificiales y las variables de holgura (en restricciones <)
constituyen la base inicial del Simplex

e Las soluciones con variables artificiales no son factibles

* Si no se pueden eliminar las variables artificiales = problema INFACTIBLE

s,
UquERS'-DAD gf' % PONT'FICIA
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simplex (xxiv)

Métodos de anulacion de variables artificiales

e Método de la M mayuscula
- Introduce variables artificiales en la f.o0. penalizadas con un
coeficiente elevado, M

- Pueden existir problemas numéricos en su resolucion

e Método de las dos fases
- La fase | tiene por f.0. la suma de las variables artificiales

- Si la fase | acaba con la f.0. nula, el problema es factible y se
obtiene una solucion basica factible

- La fase |l restablece |a f.0. original y parte de la solucion basica
factible del final de la fase |

=
UNIVERSIDAD G865 PONTIF (),
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Vietodologia simplex (xxv)

Eiemplo del método de las dos fases

En el ejemplo del artesano se introduce la restriccion de que el numero total

de juguetes fabricados debe ser al menos de 400
x2

rl: 10x1 + 20x2 <= 8000
TORNILLOS

r4: x1 + x2 >=400
PRODUCCION MiNI

r2: 15x1 + 10x2 <= 6000
/ BLOQUES

(300, B)/' r3: 18x1 + 6x2 <= 6300
RUEDAS

Solucion

|n|c,|al 350, 0)
NO VALIDA I B » x1
(0,0) 100 200 300 400 Ecm.mms
Departamento de Organizacién Industrial e 1
Escuela Técnica Superior de Ingenieria ICAI Programacion Lineal 46 O M l l— LA




simplex (xxvi)

Eiemplo del artesano(cont.i)

Min &
sujeto a: 10x, +20x, +h, =8000
15x +10x,+ h, = 6000
18x + 6X, + h, = 6300
X +X%, —e +a,= 400
\Fasel(iteracién 0) ] X, %, 1,1y, hg,8,8, >0
Var. Z x1 X2 hl h2 | h3 | el | al | cotas
basicas
z |2l o| o] o | o]o]|o]|()
hl 0) 10 20 1 0 0 0 0 8000
h2 0) 15 10 0 1 0 0 0 6000
h3 0) 18 0 0 1 0 0 6300
al | 0| 1 0 | 0|0 |-1] 1 | 40Qus

@@:,! PONT"FICIA
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COMILLAS

M A D R I D




simplex (xxvii)

teracion| var | 2 ['xa | x2 | ht | h2 | h3 |el| al | cotas | Relacion
1 |basicas
-Z -1 | -1 -1 0 0 0 1 0 -400
hl O | 10 20 1 0 0 0 0 8000 800
h2 O | 15 10 0 1 0 0 0 6000 400
& h3 |0 |@8) 0 | 0| 1 |0]| 0| 630 | 350
al 0 1 0 0 0 -1 1 400 400
iteracion | |
2 Var. z | x1 | x2 | h1 |h2| h3 |el| al | cotas | Relacion
basicas
-Z -1 0 | -2/3 0 0 1/18 1 0 -90
hl 0 0 | 50/3 1 0 -5/9 0 0 4500 270
h2 0 0 5 0 1 |-15/18 | O 0 750 150
x1 0 1 1/3 0 0 1/18 0 0 350 1050
& al | 0] 0 0 | o 1

Qi@ 1/18 | -1 50 75
CoMILLAS

M A D R I D



simplex (xxviii)

iteraciéon Var. Z x1 x2 | hl | h2 h3 el | al | cotas
3 basicas
2 |2l 0| 0 |0]oO 0 0o | 1 0
hil 0| O 0 1 | 0| 08 | 25 | -25 | 3250
h2 ol o] o | 0| 1 |-15/36|75|-75]| 375
x1 ol 1| o |0| 0| w12 |1/2|-1/2]| 325
[ o } x2 | o] o| 1 |ol|o]|-12]|32|32] 15
iteracion Var. z | x1 | x2 | h1 | h2| h3 | el | al | cotas
1 basicas
7 1|-16]-14] 0 | O 0 0| o
hl ol 0] o | 1| 0] 083|025 -25] 3250
h2 ol o] o | o | 1 |-15/36| 75| -75| 375
x1 0| 1| o | 0| 0| vi2|1/2]|-1/2]| 325
X2 0| o0 1 | 0| 0 |-v12|-3/2| 32| 75

M A D R I D



simplex (xxix)

[Fase "] Var. z | x1 | x2 | hl1]| h2 h3 | el | al | cotas | Relacion
iteracion basicas —
5 7 1|/ 0| 0 | 0| O |0016|-1.3| 1.3 | 625
hl 0| 0| 0 |1 | O | 083 |25 ]| -25|3250| 130
@ h2 (o | o | o0 [0] 1 [-1536(75)-75|375| 50
x1 0| 1] 0 |0| 0| 2/12|1/2]|-1/2]|325]| 650
X2 0| 0| 1 |0/| 0 |-1/12]-3/2|3/2| 75
iteracion Var. Z x1 | x2 | hl h2 h3 el | al | cotas | Relacion
3 basicas
7 2l ol o | o 0173|005 0 | 0 | 690
@ hil o|lo|of|1]|=33|CG2)| o] o [200] 900
el o| o | 0| o0 |2/15|-2728] 1 | -1 | 50
x1 o| 1|0 /| 0 |-1725|2/9 | 0 | 0 | 300 | 2700
X2 o| o | 1|0 |1 |-146|] 0 | 0 | 150
) COMILLAS
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[ Fase ll ]

iteracion
4

simplex (xxx)

Var. Z x1 | x2 | hl h2 h3 el al | cotas
basicas
7 0.025| 0.09 | 0O ol o | 740
h3 0 0 O | 045 | -3/2 1 0 0 900
el 0 0 O [0.025 | 0.05 0 1 -1 100
x1 0 1 0 |-005| 0.1 0 0 0 200
X2 0 0 1 | 0.075| -0.05 0 0 0 300
(200,300) FASE I
g (300,150) FASE It

\

(325,75) FASE |

v

e
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Solucion gréfica
Método Simplex
Metodologia Simplex
Dualidad

Andlisis de sensibilidad
Método simplex dual

Dualidad
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Dualidad (i)

PRIMAL (m x n) DUAL (n x m)
. T
maxz =c miny, =b"y
T )
Ax <b Ay >c
x>0 y>0
m
n min g :Zb.y
\ 0 11
— i —
max 2 Lcjx] i—1
J =1 m
n Za.. - >cC = n
axr <b i=1....m — i =G ’
/A i 1=
=1
’ y >0 i=1...,m
T >0 7=1....,n !

H e
TCAT=&fes ICADE
Ttearar®’

CoMILLAS

M A D R I D



Dualidad (ii)

PRIMAL (m x n)

DUAL (n x m)

Max Z =1.6 x, +1.4 X,
sujetoa: 10 x, +20 x, <8000
15 x, +10 x, <6000
18 x, + 6X, <6300
X, % 20

Min W =8000 y, +6000 y, +6300Y,
sujetoa: 10y, +15y, +18y, >1.6

20y, +10y,+6y, =14
Y1 Y ¥5 20

Max Z =[1.6 1.4]&}

10 20] 8000 |
15 10 Lﬂs 6000
18 6 |- °- |6300]
X, X, =0

Y,
MinW =[8000 6000 6300]| Y,

Ys_

10 15 18 Y 1.6
1Y2 (2
20 10 6 1.4

BE

Y1 Y5, Y5 20

UNIVERSIDAD 4
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Dualidad (iii)
TABLA DE TRANSFORMACION

min

>0
<0
no restringida

IN IV

111 1113

max

AVARR VAN

>0
<0

no restringida

UNIVERSIDAD ¢
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Dualidad (iv)

Teorema y propiedades:
“El dual del problema dual es el problema primal”

Propiedad débil de la dualidad:

Si Xes una solucidn factible del primal e Y es solucién factible del dual,
se verifica que ¢'x<b' y

Si Xes una solucion éptima del primal e Yy es solucion éptima del dual,
. T T
se verificaque C X=D'Yy

UNN'\'-_RS‘DAD PONT], FICy A
ICAI ICADE
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Dualidad (v)

Propiedad de las soluciones basicas complementarias

En cada iteracion del método simplex se encuentra una solucién basica
factible del primal y una solucién basica complementaria infactible del dual

c'x=b'y

Propiedad de la solucidn basica optima complementaria

En la iteracion final se encuentra 5|multaneamente la solucidn basica 6ptima
X del primal y la basica optlma complementaria \Idel dual

:bTS‘/
Z=W

En el 6ptimo, los valores de los costes reducidos de las variables de holgura
y de exceso del DUAL corresponden con los valores 6ptimos del PRIMAL

COMILLAS

M A D R I D



Dualidad (vi)

Propiedad de la complementariedad de holguras

Si una solucion 6ptima del PRIMAL tiene una variable de holgura o exceso >0,
la solucion DUAL complementaria tiene valor cero en la variable dual asociada
a esa restriccion y viceversa

c'x=b'y
Teorema de la dualidad

* Si un problema tiene soluciones 6ptimas factibles entonces también las
tiene su dual

e Si un problema tiene soluciones factibles y funcidon objetivo no acotada,
el otro problema no tiene soluciones factibles

e Si un problema no tiene soluciones factibles, el otro o tampoco tiene o
no tiene funcién objetivo acotada

UN\VERS"DADE': ‘;'EPONT'FICIA
ICAI %68f ICADE
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Dualidad (vii)

[ Fase | \ Resolucion del problema DUAL del artesano
Iter
0 z |yl | y2 | y3 | vy4d | y5 | al | a2 | Cotas
-z | -1 1 1

ﬂa10101518-10101.6
Forma a2l 0 |20 | 10 | 6 0 1] 0 1 1.4

estandar

. z |yl | y2 | y3 | y4 | ydo | al | a2 | Cotas | Relacion

-z -11-30| -25|-24| 1 1 0 0 | -3.0

al] 0 10| 15 | 18 | -1 0 1 0 1.6 0.16

<-|-a20106 o | -1] 0| 1| 14| 007

UNNERS'-DADE,; ";,!_ PONTIFIc),
ICAI %gfges ICADE
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Dualidad (viii)

[ Fase | ] [ter
5 z |yl | y2 | y3 |yd | y5 | al | a2 | Cotas | Relacion
-z | -1 0 -10 | -15 1 -1/2 0 3/2 | -0.9

e=:1|0| 0| 10 @ 112 | 1 |-12] 09 | 006

yl| O 1 | 1/2 |3/20| 0 |-1/20| 0O |1/20| 0.07 0.23
Iter
3 z |yl | y2 | y3 | v4 yS al a2 C(;ta
-z |-110 0 0 0 0 1 1 0
y3 1 O 0 2/3 1 |-1/15| 1/30 | 1/15 | -1/30 | 0.06
yl ]l O 1 |3/10| O 1/50 | -3/50 | -1/50 | 3/50 | 0.052

UNIVERSIDAD 3G PONTIF
ICAI %eflef ICADE
“uarar®’
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Dualidad (ix)

[ Fase Il jlter
1 z |yl | y2 | y3 | v4 yo al a2 |Cotas
o -z | -1 | 8000 | 6000 | 6300 | O 0 0 0 0
s
P $ y3 10 0 2/3 1 |-1/15| 1/30 | 1/15 | -1/30 | 0.06
yl ] O 1 |3/10| 0 | 1/50 |-3/50|-1/50 | 3/50 |0.052

Funcidn objetivo original

z |yl| y2 | y3 y4 yS al a2 | Cotas | Relacion

-z 1-1|0|-600f O 260 | 270 | -260 | -270 | -794

e=py3| 0|0 |(3)| 1 |-1/15]1/30 | 1/15 |-1/30 | 0.06 | 0.09

yi|o | 11310 0 |1/50 |-3/50|-1/50 | 3/50 |0.052| 0.173

l, Forma estandar L aNERSIDAD s PONTIR
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Dualidad (ix)

[ Fase ll J| o

3 yl ﬁ LI% /y4 _&\ al a2 | Cotas
0 900) 200 | 300 >—200 -300 -740
N p N
710 \
1| 3/2 I'-1/10| 1/20 | 1/10 | -1/20 / 0.09
0 |-9/20 1/20 | -3/40 | -1/20 | 3/40 0.025"

Solucion OPTIMA (Cos es reducidos > 0 en variables no arﬁ‘ﬁcialés)

e Los costes reducidos de las variables de holgura y exceso del DUAL
son las soluciones optimas de las variables del PRIMAL

e Los costes reducidos de las variables del DUAL son
las soluciones optimas de las variables de holgura y exceso del PRIMAL

e Las soluciones optimas de las variables del DUAL son
los costes reducidos de las variables de holgura y exceso del PRIMAL

s,
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Dualidad (xi)

Esquematicamente
Variables dual Variables holgura dual
Primera Costes Solucion variables Solucion variables
Fila reducidos holgura primal primal
Rect Costes
ZS © Variables reducidos
e . .
e basicas holgura
l1as primal
Variables primal Variables holgura primal
Primera Costes Solucidn variables Solucidn variables
Fila reducidos holgura dual dual
Costes
Resto . .
de Variables reducidos
. basicas holgura
filas
dual
" VERSIDAD S3esis PONTIE
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Solucién grafica

Cencihilidadec nrAaficac

el iviNvITTVUAUuUIU S v 3' “uiitvavw

Método Simplex
Metodologia Simplex
Dualidad

Andlisis de sensibilidad
Método simplex dual

Analisis de sensibilidad
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Analisis de Sensibilidad (i)

Partiendo de la solucién éptima, se estudian los efectos sobre ella debidos
a cambios en cualquier parametro del problema: A, b 6 c

— — —T —T
B,N,C; ,C,
Fases:

@ Introduccion de los cambios en la tabla simplex

@ Adecuacion a la forma estandar de la tabla

® Prueba de factibilidad (var. basicas no negativas)

@ Prueba de optimalidad (costes reducidos no negativos var. no basicas)

® Nueva iteracion método simplex o método simplex dual

s,
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ICAI S8 ICADE

CoMILLAS

M A D R I D



Analisis de Sensibilidad (ii
Cambios en cotas de las restricciones

e Pueden afectar a:
» la factibilidad de la solucién 6ptima alcanzada anterior
» la funcion objetivo

x2 rl: 10x1 + 20x2 <= 8000
- & TORNILLOS
(0, 400) . )
Cambio de 400 - ri1*: 10x1 + 20x2 <= 7000
existencias
(200, 300)
de 300 -

r2: 15x1 + 10x2 <= 6000

/ BLOQUES

(300, 150)

200
Region
factible

r3: 18x1 + 6x2 <= 6300

/ RUEDAS

100

(350, 0)
[ B B U}\VB‘XE}.” &% PONTIF
(0,0) 100 200 300 400 ICAI & @;ICADE
COMILLAS
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Analisis de Sensibilidad (iii)

Cambios en cotas de las restricciones (cont.)

simplex

Xg =B_1-6=B_l-(b—|—Ab)=X3+AXB Ultima tabla}

h, 045 -15 1 8000
X —| x B =| 0075 005 0 6000
B 2
N 005 01 0 6300
1
900 0.45-Ab, —1.5-Ab, + Ab,
X :(3001 AX, =| 0.075- Ab, —0.05- Ab,
200 | -0.05-Ab, +0.1-Ab, |
'h, =900+ 0.45-Ab, ~1.5-Ab, + Ab, >0
Rangode ) 300+ 0.075-Ab, —0.05-Ab, >0
variacion
Ab, Ab,, Ab, | % =200-0.05-Ab, +0.1-Ab, 20
.

Df..n. ONTIE,
ICAI % ICADE
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Analisis de Sensibilidad (iv)

Cambios en coeficientes de variables no basicas

e No afectan a la factibilidad pero si a la optimalidad
¢ Los coeficientes de las variables no basicas son:

2T ~ T T 1 N1
C. =Cn' -C, -B*-N
» Si éNT >0 la solucidn sigue siendo éptima

> Si CNT <0 lavar. no basica es var. basica entrante

Intervalo de variacion

2T T T -1 de C I I
— . . . > ‘ e C, para el cual se
CN CN CB B N - O mantiene solucion
Optima
\ J

UN\VERS"DAD g"; ‘;?‘!_ PONT'FIC[A
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Analisis de Sensibilidad (v)

Introduccion de una variable nueva

e Se calcula su coste reducido:

> Sies S O se introduce en la base y
» Se calcula B_l . aj anadiéndose como columna de la tabla

» Se continuan las iteraciones del simplex

AD a*“ PO
UNIVERSID m g NTIFIC),
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Analisis de Sensibilidad (vi)
Cambio en un coeficiente en la f.0. de una variable basica
2T T ~ T —
C,' =C, -Cs' -B*-N

Si algun coste reducido resulta S 0 entonces se sigue iterando

Ejemplo:

El artesano juguetero puede devolver al proveedor de tornillos,
bloques y ruedas aquellos componentes que le sobren. El
proveedor le devuelve 0.01 €/tornillo, 0.05 €/bloque y

0.03 €/rueda.

[Partiendo de la solucidon 6ptima anterior ¢ Cambia el optimo? ]

g

UNIERSIDAD 85 PONTIF ),
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C

Analisis de Sensibilidad (vii)

Ejemplo (cont.):

Cambian coeficientes de variables basicas y no basicas

éNT :CNT —6BT .B*-N

Xy :(hj Cn' =(-0.04,-0.05) X =| X, Cs' =(—0.03, -1.6, —1.4)

Xl
045 -15 1)(1 0
=(~0.01,-0.05)—(-0.03,-1.4,~1.6)| 0.075 —-0.05 0|0 1 :(0.0285,—0.005)
005 01 0)l0 O

/

UNIVERSIDAD 88 PONTIFC
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Analisis de Sensibilidad (viii)

Ejemplo (cont.):

Solucién éptima: (x1,x2,h1,h2,h3) = (0, 400, 0, 2000, 1200)

z | x1 | x2 hl h2 h3 | Cotas | Relacion
z | -1 | 0 0 0 | 767
h3 | 0 | O 0 | 045 | -15 | 1 | 900
X2 0 1 | 0075 | -0.05 | 0 | 300
&= x1 | 0 | 1 0 | -005 [C0.1D 0 | 200 2000
z | x1 | x2 hl h2 h3 | Cotas
-z | -1 ]0.05| O 0.026 0 0 (177
h3 | 0 |15 | O 1.2 0 1 | 1200
x2 | 0 | 0.5 1 0.05 0 0 400 0. 777
h2 | 0 | 10 0 -0.5 1 0 | 2000

UNIVERSIDAD 88 PONTIFC
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Analisis de Sensibilidad (ix)

Cambio en un coeficiente de una variable basicaen B

e La tabla se pone en la forma estandar con eliminacion gaussiana

* Estos cambios pueden hacer perder factibilidad y/o optimalidad

Introduccion de nuevas restricciones

e Se comprueba si la nueva restriccion se satisface con la solucién

> Si la satisface, la solucién sigue siendo 6ptima

» Sino la satisface, se introduce la restriccidon en la tabla
e Su variable de holgura o artificial es variable basica entrante
e Se aplica eliminacion gaussiana y se sigue con”simplex dual”

[Nota: La variable bdsica asociada a la nueva restriccién toma valores <0 1

g
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Solucién grafica

Cencihilidadec nrAaficac

el iviNvITTVUAUuUIU S v 3' “uiitvavw

Método Simplex
Metodologia Simplex
Dualidad

Analisis de sensibilidad
Método simplex dual

Método simplex dual
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Método simplex dual (i)

e Es otro procedimiento analogo al método simplex
e Se aplica a problemas con formulaciéon primal o dual
e Se utiliza cuando:

» Se introducen muchas variables artificiales para la primera
solucion basica factible

» La solucién éptima por analisis de sensibilidad se hace infactible
e Funcionamiento

» Manejan soluciones bdsicas que cumplen optimalidad segun el
método simplex (costes reducidos >0 )

» Estas soluciones son infactibles (variables basicas< ()

UNIVERSIDAD 38 ; w PONTIE )
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Método simplex dual (ii)
Procedimiento:

@ Inicializacién: Se parte de una solucién basica que cumpla
el criterio de optimalidad (costes reducidos >0 )

Si la solucion resulta factible, se ha alcanzado el éptimo, si no se itera

@ Iteracion:
e Se determina la variable basica saliente
(variable con valor negativo de mayor valor absoluto)

e Se determina la variable basica entrante
(aguella variable con coeficiente < 0 en la fila pivote que minimice el
valor absoluto entre el coste reducido y el coeficiente de la fila pivote)

Cj =4 Y, < 0 [ Si no hubiera elementos < 0 el dual }

min
1<j<n ykj

seria no acotado y el primal infactible

3 se actualiza la tabla por eliminacién gaussiana y vuelve al @ hasta que

la solucidn resulta factible y por tanto 6ptima GuEESIDAD s PONTIE
ICAI &gl ICADE
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Método simplex dual (iii)

Ejemplo:

Resolver el problema dual del artesano con el método simplex dual

sujetoa:

Yi: Yo, Y5 20

Min  8000- y, +6000-y, +6300- y3

10-y, +15-y, +18-y, =216
20-y,+10-y,+ 6-y, =214

Sin
variables
artificiales

Min~ 8000- y, +6000- Y, +6300- y3

Min 8000- y, +6000- y, +6300- y3

sujetoa: sujeto a:
10-y,+15-y,+18-y,-y, =16|[-10-y,-15-y,-18-y,+y, =-16
20-y,+10-y,+ 6-y, -y, =14|-20-y,-10-y,— 6y, +y,=-14

Y1 Y2r Y31 Yar Y5 20

yl’ y2’ y3! y41 y5 > O ““‘VF'E‘,T.D ft;iﬁ ;’(O;NATSIE“;'
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Ejemplo(cont.i):

Método simplex dual (iv)

Z yl y2 y3 y4 yS Cotas
Relacion 800 | 400 350 - 0
-Z -1 | 8000 | 6000 | 6300 0 0 0
v4 | o] -10 | -15 1 0 1.6 mmm)
y5 0| -20 | -10 i 0 1 -1.4
Z yl y2 y3 y4 y5 Cotas
Relacion 270 150 - 1050 -
-7 -1 | 4500 | 750 0 350 0 -560
y3 0| 05 | 083 | 1 -1/18 0 0.08
y5 | 0 [-16.6 0 -1/3 1 | _0.g5 ===
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Método simplex dual (v)
Ejemplo(cont.ii):

Z yl y2 y3 y4 yS Cotas
Relacion 900 - - 2700 900
-Z -1 | 2000 0 0 300 150 -690
y3 |0 0 1 | 01 | 016 | -0.05 ===
y2 0 1 0 | _0os | -02 0.173

?i
Z yl y2 y3 y4 yS Cotas
2 |-1] o 0 |00 | 200 3@ -740

yi |0 1 | 0o |-045] 005 [-0.075 |/0.025\
y2 o] o | 1 | 15 | -01 0.05) 009)

Costes reducidos primal

Valores éptimos primal
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Programacion lineal paramétrica

« Cambios simultaneos en coeficientes de la f.o.
Se supone una funcion objetivo , — Z” CT
=1 J J ~ n
Se desea conocer el cambio en la funcidn objetivo #(0) = ijl(cj +O‘j9>%
al modificar 6, conocidos los pesos® para cada variable Z
1. Resolver con @ = () con el método simplex
2. Mediante analisis de sensibilidad introducir Ac, = a0

3. Modificar la ecuacion de la f.o. para hacer 0 los coeficientes
de las variables basicas en la f.o.. Aplicar la condicion de

optimalidad (coef. variables no basicas >= 0) para obtener
el rango de 6 gue mantiene la misma base 6ptima

4. Incrementar @ hasta anular un coeficiente de variable no
basica. Esta sera la variable basica entrante

5. Encontrar la nueva base dptima aplicando el simplex y
volver a 3

Se cambia el éptimo pero no la regidn factible
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Programacion lineal paramétrica

« Cambios simultaneos en cotas de las restricciones
Se desea conocer el cambio en la f.o. 6ptimaZz al cambiarg en las
cotas de las restricciones Ab, = a0 supuestos conocidos los pesos ¢

Los cambios en las cotas son equivalentes a cambios en coeficientes
de la funcion objetivo en el problema dual

1.
2.
3.

H

Resolver con el simplex para 8 = 0
Mediante analisis de sensibilidad introducir Ab, = o0

Expresar la condicién de factibilidad de las variables basicas o, lo que es
equivalente, la condicidon de optimalidad de las variables del dual

(cotas de las restricciones >=0)
|

ncrementar ¥ hasta anular las cotas de las restricciones (haciéndose
infactible). Esa serd la variable basica saliente en el simplex dual

Iterar el algoritmo simplex dual y volver al paso 2

Los distintos valores de @determinan regiones factibles habiendo en cada@
una de ellas una base éptima. El proceso acaba con un intervalo final de

donde ya no cambia la base o bien ya la base resulta infactible
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