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Programacion lineal. Linear programming LP

dEsla , en particular de la
optimizacion.En cada momento se estan ejecutando miles d:
aplicaciones basadas en LP. Estas utilizan en cada instante
mas tiempo de ordenador que los demas tipos de problema:
optimizacion simultaneamente.

4 (LP) L de Lineal: mvolucradas en el
problenma matematico son

d Ejemplo caracteristica: , €S
decir, seleccionle las decisiones (niveles) optimas que son
necesarias para realizar las actividades.

v Explotacién de la generacion eléctrica: seleccion de las potencias
producidas por cada grupo para que el coste variable de la operacior
sea minimo.
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Ejemplo: planificacion de la produccion

Vidrieria S.A. fabrica productos de vidrio de alta calidad,
Incluyendo ventanagpuertas. Tiene tres fabricas. La fabrica
1 produce marcos de aluminio y piezas metalicas, la 2 marc
de madera y la 3 produce el vidrio y ensambla los productos

A causa de la perdida de ingresos, la Direccion ha decidido
cambiar la linea de productos. Se van a suprimir los no
rentables y a lanzar otros dos nuevos que tienen gran poten
de venta:

v Producto num. 1: puerta de vidrio con marco de aluminio

v Producto nim. 2: ventana de vidrio con marco de madera

El primer producto requiere ser procesado en las fabricas 1
3, mientras que el segundo necesita de la 2 y la 3. La Divisi¢
Comercial estima que se pueden vender tantas puertas y
ventanas como se puedan producir. Pero, dado que ambos
S productos compiten por los recursos de la fabrica 3, se dese
COMILLAS saber la mezcla que maximiza los beneficios de la empresa.
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Planificacion de la produccion (i)

 Identificacion del problema:

v Determinaras tasas de produccion para los dos productos que
maximicen el beneficio total de la empresa dadas las capacidades de
produccion de las fabricas. (Cada producto se fabrica en lotes de 20
unidades y se define la tasa de produccion como el numero de lotes
semana). Puede no producirse nada de un producto y lo maximo
posible de otro.

1 Datos necesarios:

v NUmerode horas de tiempo de produccion disponibles por semana e
cada fabrica para los nuevos productos (el resto de tiempo estan
ocupadas en la fabricacion de los productos actuales)

v NUmero de horas de tiempo de produccion de cada fabrica necesariz
para fabricar cada lote de cada producto

v Beneficio neto por lote de cada nuevo producto fabricado. El benefic
por lote se mantiene constante independientemente del nimero de I
UN\\/H(S\DAD f"'“% FONTIFIC, ,
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Planificacion de la produccion (ii)

HORAS DE TIEMPO DE

HORAS DISPONIBLES

PRODUCCION POR LOTE POR SEMANA
Fabrica Producto 1 Producto 2
1 . : 4
2 - 2 12
3 3 2 18
Beneficio por lote (€) 300 500
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Planificacion de la produccion (iii)

A Formulacion
X; = humero de lotes por semana del producto 1
X, = numero de lotes por semana del producto 2
Z = beneficios por semana (en cientos de €)

max z= 3 + 5%

X <4
2x, <12

3x, +2x, <18

X, %20

 Solucion optima:  (X,%,) = (2, 6)
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Formulacion genérica

Funcién objetivo lineal

incremento en zresultante de
un incremento en el nivel de
actividad

maxz=gXHgX+ ¥ X
8 X% T 8, %t g XS

_ T
MaxZz=C X Matriz de restricciones

Xt a,%t...+ 3, X< b
: (AX<D

x=0

T XFED+- -+ & %= b

cantidad de recurso 7/ —
consumido por cada . >0 Q
unidad de actividad Rr Jorecnih

Restricciones lineales
Variables continuas RECURSOS
ACTIVIDADES

@
CoMILLAS
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Nomenclatura

 Funcion objetivad . medida cuantitativale
funcionamientolfondad) del sistema z
v’ Beneficios, costes, flujo de mercancias

(restricciones , ybi1=1....m
(RHS)

v Dinero, maquinagquipos, vehiculos, personal

(variables dedecision continuas ,
)% =1, ..., n

v" Inversiones en pra@ctos, anuncios en periédicos, mercancias
transportadas entre cada pareja origen — destino, producciones de Ic
grupos
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Hipotesis

v" La contribucién de cada actividaghl valor de la funcion objetivo
zes proporcional al nivel de la actividax. La contribucion de
cada actividaa; al valor de la parte izquierda de cada restriccion
es proporcional al nivel de la actividag x;.

v' Cada ecuacion en un problema LP es la suma de las contribuciones
Individuales ddas respectivas actividades.

v Cualquier variable puede tomar cualquier valor, no necesariamente
entero,gue satisfagéas restricciones incluyendo las de no
negatividad.

S B FONT v Los parametros (constantes) de un problema LP se suponen

ICAI { i ICADE

CoMuLAS conocidos con certidulone.
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Geometria

v' Cada ecuacion del problema. Un hiperplano divide el espacio en
dos senespacios —
%t g, %+...+ g x=F

v Region definida por la interseccion de un conjunto finito de
semiespaciodJn poliedro es un

v Poliedro no vacio y acotado

\

UNIVERSIDAD B8 PONTIE ¢,
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¢, Qué tienen en comun estos vehiculos?

INTRODUCING THE NEW SEAT IBIZA
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Convexidad (region)

T no es convexo

S es convexo
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Convexidad (funcidn)

[ Una funcidon es convexa si cumple
FAX+A-A)Y)SATF(X)+@A-A) f(y)

ONWERSIDAD 88888 PONTIR
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Geometria

(@)
de

v No puedeponerse como combinacion lineal convexa de dos puntos
diferentes del conjunto.

v Cualquier punto de un politopo se puede expresar como
combinacion lineal convexa de los vértices del mismo

v' Segmento obtenido per siendo sus
soluciones factibles

v Contiene las soluciones factibles que estan en uno o mas
hiperplanos

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Propiedades de las soluciones factibles vértices

O Si admite una solucion factihladmte al menos una solucion optima
factible.Si la region factible es un politopo, tiememenos un vertice

O Si haysolouna solucion optimesta debe ser una solucion factible
vertice. Si haynultiples(en una region factible acotada) al menos dos
deben ser soluciones factiblestices adyacentes

Si admiteuna solucion optima finita, admite al menos vértice optimo
El 6ptimo esta en un vertice del politopo.

Numero finitode soluciones factiblegrtices

Numerototal de ecuacionas (de =), numero de variablesm<n
NUmero de vértices

o
’ m) mi(n-n!

Q Si m=20n=50 nimero maximo 520 10, método simpleexamina =
20 veértices

00000

NVERICZTD@ IZI/ZTDE €
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Optimizacion lineal

J Forma

minc' x
Ax=Db
Xx=0
b>0
x[R", c

R", A

R™", bl

Rm

1 Métodos de resolucion
(primal y dual)

(primal-dualpredictivo-correctivo, proyectivo,

escalado afin)
@
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Caso ejemplo

max z= X + X, .,

2X, <12 e
3, +2x, <18
X, %20 >

(0,0)

@
CoMILLAS
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Metodo simplex. Conceptos basicos

[ Es uno de los diez algoritmos mas influyentes en el

desarrollo de laiencia y de la ingenieria del siglo XX

Procedimiento algebraiamnconceptogeonetricos
subyacentes. Genera una secuencia de iteraciones
factibles noviendose de un vértice a otro adyacente con
mejor funcion objetivo.

Se centra Unicamente en &Esuciones factibles vertices.

Cuando es posible laicializaaon se elige el origen
COono primer vertice.

Dado un vertice es rapido moverse a uno adyacente. Para
alcanzar laolucion el simplex se mueve por las ariges
la region factible.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Metodo simplex. Algoritmo grafico

Eleccidon de un vértice como solucion inicial

con la solucion actual

 Si esoptima (las tasas de mejora de la f.0. en las aristas del vértice
actual son negativas) se acaba.

O Sino es optima se sigue a 3.

O Movimiento hacia un vertice adyacente que sea una solucion
mejor

1 Se eligeentre las aristas del vertice la que lleva a una mejora
mayor en la f.o.

d Se mueve hasta encontrar una nueva restriccion
d Se determina el nuevo vértice

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Transformacion a forma estandar

O Se supone un problema formulado en su

O Existen para convertiun problema cualquiera a su forma
estandar
max z= 3 + 5% min z=-3x — 5%
X <4 X, +X, =4
2X, <12 ‘ 2X, +X, =12
3%, +2x, <18 3, +2X, +X. =18
X, % 20 Xp X X X, X% 20

 En cada restriccion de tipose anade una variable de
 En cada restriccion de tipose anadena variable de

 Sistenade ¢3) con (5), donde

uN\"E“S‘DAD 8 PONTIR,
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Transformacion a forma estandar (i)

O Funcion objetivo
v Direccién de maximizacion se trata como una minimizacién del valor negativ
maxz=- min- 2z

O Restricciones
v" En las restricciones de tigoseintroduceunavariable de holgurgu. =0

2% sh=2 qx =t

v En las restricciones de tipose introduce uneariable de excesv, 20

2.4%2h=2 qx-v=/{

N\\/ERS\DAD PR PONT:FICI
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Transformacion a forma estandar (ii)

d Variables
v' Si una variable es negativa y no acotada inferiorn|-© < X; <
simplemente se utiliza su valor opueX; = -, sig0sy; sco

v’ Si la variable negativa esta acotada inferiormente por un|L; <0
L; =X =0 se desplaza en dicha canti¢X; =¥, * L si0<y, <-L

v' Si la variable es libre (no acotada inferior ni superiorn=® s X; s

se sustituye por dos variables que corresponderan a su componente
positiva y negativgx, = X - X Sien0< X <o [0<X; <o

N\\IERS‘DAD 5 PONTIFI(‘,
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Caso ejemplo

min z=—-3x — 5%,
X X

2X, +X,
3%, +2X%,

-3

-5 1 01 00
c=| O A=|02 01 O

] 3 2 001

_|:|_

o @ o
COMILLAS
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Variables de holgura y exceso

Q Significado:distanciza la restriccion correspondiente
d Variableholgura =0 — restriccion activa

(0,6 12
min z=-3x — 5%
X +X, =4
2X, +X, =12
3x, +2X, +X, =18

(0,0

N\\/ERS\DAD S PONT:FICI
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Solucidon basica

d Si se fijann-mvariables &, el (m) quedan determinadas por el
X;=4-X
X =%=0 mmp|x, =12- 2x,

X =18— 3% — 2%,

1 Variables con valor 0, X, %,

d Variables con valor 0, X5, Xys X5

O Esto es un del poliedro

separacion entre Yy

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Particion

X, OR™
XT:[XB XN]T xB OR™™
A=[B N e
BUOR
¢’ =[e a] N OR™ (™™
cg UR™
c, OR™™
Ax=1Db

Bx,+ Nx,=be x=B'(b- N\ )= B b B N

XN
X

o> O

= B™'h

2= %t GX= 6B B EB Ne+ o= B4 (e scB N,
=GgB'b=¢ %

o @ o
COMILLAS
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Particion

[ Dada una base (particion) se puede calcular:
v el i
v el

 Columnas de la matriz base son los vectores ortogonal a
los planos correspondientes

 Calcular elvalor de las variables basicas:

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Efecto de incremento de variable no basica

d ¢Qué pasa si se aumenta el valor de una variable no basica, por ejempl

v’ Lasvariablesbasicas pueden cambiar

X;=4-X
X, =12- 2x,
X =18 3% — 2%

v' Mantener factibilidad: interesa que siempeecumpl de x; 20

v’ La funcién objetivo puede cambiar

Z=-3X 9%
v' Mejorara laf.0.: Interesa que

Q ¢ Qué significa aumentar una variable no basica?
del poliedro

N\\/ERS\DAD PR PONT:FICI
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Adyacencia

[ Dos soluciones factibles vértices son Siila
es una ,2es decir, si todas excepto una de sus
variablesno basicason iguales. Cada solucion factible vértice
tiene

 Moverse de una solucion basieatible a otra adyacente es
para
otra variable

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Iteracion del simplex

1. Determinar en cuanto mejora la f.0. si se aumenta marginalmente cada
variable no basica

2. Elegir la variable no basica que mas mejora la f.o.

3. Incrementarla al maximo sin violar la condic|x; 20 , €S decir hasta qL
alguna variable basica se haga 0.

4. Intercambiar la variable no basica por la variable basica

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Coste reducido

O Definimos:
WT = Cl-_:l; B—l
Y=B'N
6 =cl-GBIN= G- W N f- B
O Particularizando para una variable no basica concreta

AR 1 — — .
= -GBg=¢-was o= & y= o

C;=C 3 de una variable no basica.
Es decircuanto aumenta la f.o. si aumenta marginalmente la variable nc

P e S = w Y (5

jory iy
variableno basicaon coste reducido negativo de
mayorvalor absolutoy

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Costes reducidos

 Si elcoste reducido de una varialnle basica es ceen la
solucidon optina entonces pueden existinlltiples soluciones
optimas siendo al menos dos de ellas soluciones veértices.

 En el optino de un problema de minimizacitodos los costes
reducidos de las variablaes basicasonpositivos o nulos.

1 Los costes reducidae las variables basicasn cero.

L
CoMILLAS
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Pivotamiento

en la particion
v" Increnmentode la variable no basica; X
v Modificacién de las variables basicas
v Deterninacionde variable basica que se hace®,

X, =4-X
X, = B*(b—- Nx )= B*b- B" Nx x, =12- 2x,
X; =18—- 3x — 2X,

O Seaa, la columnade lamatiz  asociada a la VBE
0 Seay =B"3q

(%), =h-%x x=Q/y ¥%>0 H>0

b
 La variablex puede aumentar su valor hiX = E\gﬂl{y‘ Ny, > 0}
0 Nueva funcion objetivo 2= z+ G X -

w639 3 Nuevos valores de las variables basiXs =b— Yy, X
COMILLAS
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Metodo simplex (i)

v' Se supone que se dispone de una matrizlbaserespondientauna
X, = b= B'p>0 Y una funcién objetivo

=G Bb= ¢ X
v' Célculo de €, =C,—CcB*N=¢ — ¢ ). Sitodos los costes
reducidos somo negativos la base actual es optima. En caso contrario, se
selecciona como VBE X una variable con coste

reducido estrictaente negativo.

v’ La prueba de optimalidad es local pero como los problemas de programacior
lineal son convexos, la solucion optima sera global.

v Seay =B'3 ,la t correspondienta la variable basica entrante.
Se buscda fila pivote sque verifica ~ ~
—=min L 'y, >0
yst I<ism yt
y determina la VBS X, vy el Y-
o @ v Si y. <0 para toda filaentonces el problema es no acotado.

COoMILLAS
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Metodo simplex (ii)

v Actualizacién de la matrB™ vy del vector de variables basicas y
volveral paso 2.

N\\/EKS\DAD PR PONT:FICI
ICAI { i ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Paralelismo entre interpretacion geometrica y

algebraica
inicial inicial

2. Seleccion de arista 2. Seleccion de variabl®sica
entrante

3. Movimiento a lo largo de la aristg 3- Incremento de la variable basicg
entrante

4. Alcanzar un nuevo vértice 4. rI;a variable basica saliente se

adyacente ace cero
5. Nuevo . Nueva

NVE SIDAD ¢ ONT C
ICAI { i ICADE

COoMILLAS

vonATonrRemon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




Maximizacion, multiples optimos, convergencia

A El método simplex maneja direccion de
cambianda (eh<d )y
(aquélla con coste reducido estrictamente
positivo de nayor valor).

(SOLUCIONES ALTERNATIVAS)

v' Cuando existe ahenos yientra
en la base con valaiiferente de 0. Estas soluciones se pueden
identificar eligiendo éstas como variables basicas entrantes.

v Cada solucion 6ptima es combinacion lineal convexa de soluciones
factibles vértices (soluciones basicas factibles optimas).

aseguradai no hay degeneracion.

PO
,--a.% NTiFic, ,
ICAI % |CADE
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Casos especiales

v Variables con el mismo coste reducido en la ecuacion de la f.o., se puede el
cualquiera

. DEGENERACION

v Variablesbasicagjue se hacen simultaneamente 0 al incrementar la variable
basica entrante. Las variables basicas no salientes toman valor O (degenera

v’ Si estas variables basicas degeneradas siguen con valor 0 en otra iteracion
variable basica entrante no puede incrementar su valor y tampoco la f.o.

v' Silaf.o. no se incrementa se puede producir un CICLO (moverse por una
secuencia de bases que definen el mismo punto extremo). Resoluble media
procedimientos especiales (método lexicografico).

S SOLUCIONNO ACOTADA

v Variable basic&ntrante puede incrementarse indefinidamente sin anular
ninguna variable basica actual. Los coeficientes de la columna pivote son
negativos o cero.

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
ICAI { i ICADE
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Degeneracion

U La variablex; es degenerada (varialidasica con valor 0)

X2
(0,6 =12

minz=-3x — 5%
X +X =4

2X, +X, =12
3%, +2X%, + X =18
X, X +% =8 _
X X% X X X% % 20

(0,0

NVE“ SIDAD 4'".'" ONT C
ICAI { /‘ ICADE
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Caracterizacion de soluciones

v

AN NN

<\

v
v

Solucidn que satisface todas las restricciones. Puntos del interior y contorno de la reg
factible.

Solucidn gque viola al menos una restriccion. Puntos exteriores a la region factible.

Solucion factible localizada en un vértice de la region factible, no se puede expresar
cono combinacion lineal de otras dos soluciones factibles

Basematriz cuadrada no singular de rango maximo en A. Las variables de las column:
gue forman la matriz base son basicas, el nestbasicas.

Cada variable s6lo puede ser basiaao basica
NUmero de variables basicas = m Variables basicas > 0,
NuUmero de variables no basicas = n-m Variables no basicas =0

El valor de las variables basicas (vértice) se obtiene resolviendo el sistema de ecuacic
linealesm xm.

Alguna de lasn variablesbasicas= 0

Solucion factible vértice con el valor mas favorable de la funcion objetivo
Puede haber aitiples soluciones 6ptimas. Es una situacion muy frecuente en la realida

ESCLLELA TEONICACSUPERIOR(DE dNGEN IERIA
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Forma tabular (i)

O Manera sencilla de presentar el método y hacer pequeinos ejemplos

1 Tabla en la

Variables bésicas y

N -1 T T 0
z CN CB

Cotas

XB

1 Tabla en una

Variables basicas Py Ty T, Cotas
) —1 cy —cgBT'N 0 —c,B'b
Ty 0 B'N I B

para calcular todos los bloques de la tabla.

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Obtencion de solucidon basica factible inicial

O Para conseguir la matriz identidad en las variables basicas
se sumarariablesartificialesen cada restriccion de tipo >
0 =

4 Variablesde holguray artificiales forman la base inicial

1 Si las variablesriificialestomanvalor > O la solucion
basica eshfactible

) Fase ldel método simplexbtieneunasolucion basica
factible inicial Su f.o.es laminimizacion de la suma de
variables artificials.

- Fase |I: problema originapartirde solucion basica
factible deFase |I.

4 Si al final de la Fase | alguna variable artificial > 0,

e @ oo problema infactible
CoMmILLAS
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Forma tabular (ii)

O En la iteracion inicial se escogen com lasde Y
(tienen coeficiente 0 en la f.0. y 1 en las restricciones). La mat
baseB esla matriz identidadl.

1 Tablaenla

Variables basicas ) lev x; Cotas
_ -1 CJ/VT 0 0
Tp 0 N’ I b

] Tabla en una

Variables basicas p x]/v 5[31/9 Cotas
. -1 cf —cIB'N'| —cIB™! —c'B '
Tp 0 B 'N’ B! B b
J La matriz con lasrestricciones a

partir de su situaciomicial.

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
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Método de las dos fases

min z = 0.4z, + 0.5z,

0.3z, +0.1z, <2.7

0.5z, +0.5z, =6

0.6z, +0.4z, >6
0

Ly, Ly >

W2

N\\IERS‘DAD 5 PONTIFI(‘,
ICAI { i ICADE
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Recapitulacion método simplex

 Problema matematico én (variables de
y de )
 Método sinplex
v Algoritmo (movimiento de vértice a por aristas del
contorno de laegion factible)
v Algoritmo (resolucion iterativa de un sistema de ecuacione:
lineales carniando de base). Solucion basica formada por
#0)y =0)

1 Solucidn algoritro algebraico
(expresiorde toda lanformacion en funcién deB)

v Simplex

por Sl

en @ v hay variables artificiales
CoMmILLAS
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Convergencia

[ Converge en un numero finito de iteraciones
v’ convergencia exponencial

v nimero de iteraciones proporcional al nUmero de restricciones
v’ tiempo de solucién proporcional a®m

o @ o
COMILLAS
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CONTENIDO

JINTRODUCCION

JdMETODO SIMPLEX

> ADDITIONAL DEVELOPMENTS (master)
ODUALIDAD

JANALISIS DE SENSIBILIDAD
JINTERIOR POINT METHOD (master)

JCOMPARISON AMONG CPLEX ALGORITHMS
(master)

ERSIDAD 5850, PONT
o ICAI @ ICADI:ICIA
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Desarrollos adicionales

 Método simplex revisado

1 Formaproducto de la inversa

[ Factorizacion de la matriz base

[ Estrategias de calculo de costes reducidos

uN\"E“S‘DAD 8 PONTIR,

ICAI %88/ ICADE
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Metodo simplex revisado

en cada iteracion estrictamente en
dicha iteracion
d Se en y en
O Tablas anteriores X , tabla simplex revisado X
:cg Valores
1 A T »—1
wi I BROJICTE ¢ NB#D
B b=DB"'
O En cada iteracion se calculan las de lasvariables no
basicas ya

O El pivotamentose hace sobre la tabla actual, suponiendo que existe una
columna adicional (realmente no es anadida) que es la columna pivote

N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
ICAI { i ICADE
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Forma producto de la inversa

 Esfuerzo computacional del méetodo simplex: calculos
relacionados con laversa de la matriz base'B

 Matriz base es Apero matriz inversa tes

d TantoB cono B* lego se
pueden actualizasin necesidad de recalcularlas desde cero

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Metodo simplex

1. Calcular costes reducidos de VNB
2. Seleccionar VBEX vy calculalementos columna pivoyy,

3. Determinar VBS% . Elemento pivcy.
d Determinar cotas restricciontis con elementos de columna Y, >0

O Determinar el minimcp . {6
\ZS) 11 miny—:>y, > 0
yst 1<ism yI

 Actualizacion de la inversa

« Se suma a la ecuaciota ecuaciors multiplicada pm—i pafal,...,m
i#s Ys

« La ecuaciorsse divide por el elemento pivote

(B_l)ij B ﬁ( B_l)sj I#S
(g -1 ' = ySt
J 1 _1 _
RNERSIOAD R PONTI y_ ( B )Sj | =S
ICAI %8894 ICADE L 7 st

COoMILLAS
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Actualizacion de las matrices By B-!

B=BF
F se obtiene a partir de la matriz identidad reemplazando la
columas por

1
Fo| A Y, =B"q
I | 1
B'=EB" e - .
| —ylt./ Vet
E=F E= 1 | n=| Y :yst
o @ L] VYo

COoMILLAS
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Actualizacion de la matriz B 1

A La inversa de la basell&n cualquier iteraciok se puede
poner comain producto de matrices elementales

Bk_l: Ek—lEk—z"' EzE1

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Pre y postmultiplicacion de la matriz B

 Realmente no se necesita la inveBsasino prew' =¢;B*
o postmultiplicar b=B* Y,=B'a ésta por vectores

 Postmultiplicacion por un vector. Transformacion hacia
delante (FTRAN)

B.'a= B (B o( Bes((E(EY-))

d Premultiplicacion por un vector. Transformacion hacia
atras (BTRAN)

¢'B =(((((c B K, Ka) B)E

ERSIDAD 5850, PONT
UNN ICAI {%% canp
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Post y premultiplicacion de matriz elemental

1 Sea Buna matriz elemntal con un vectar en su columna s
1 A & a A

Ea= n, a [=| 0 [+a]7n,

/e \a,) &, /e
A El terminos es reemplazado por el escalar

1 7
1 :
c'E= : '
(¢ ¢ ¢ g 0
h 1
s @ =(a 6 ey € oGy g

COoMILLAS
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Factorizacion de la matriz base B

[ Los calculos se pueden hacer también w'B=g¢ 0
postmultiplicandda matriz base por vectorBb=b BY% =2

 La matriz base se pueis , expresar como producto de
matricesB=LU , siendoy U inferior y
superior. Estas aitrices sor €omo la matrizA.
 Los sistemasle ecuaciones previos se resuelven en dos etaf
Bb=b LUb=t

0 Si b=Ub primero se resuelve el sistema trianguar.
para calculaib,

Lb =b
Y luego se resuelvel sistema triangulan para
calcularp ub=h

@ W También se pueddilizar la factorizacion de CholeskB=R'R
COMILLAS
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Factorizacion de la matriz base B

la matriz base tes la . De la misma
formalas matrices ly U son también la
dLa canbia ( ) al realizar iteraciones del

simplex.De la misma forma se hace con las matrices
triangulares.

 Despues de un cierto numero de iteraciones (por ejemplo, 1
deja de ser eficiente la actualizacion a partir de matrices
elementales. En ese momento se ,

decir, se
correspondientes y se empieza de nuevo el proceso de
actualizaadn.

dEnla también se suele realizar una

refactorizacion.

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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Estrategias de calculo de costes reducidos (pricing)

Coste
reducido

[ Calculo de todos los costes reducidos ( )
v' Menor nunero de iteraciones, mayor calculo en cada una
[ Calculo de algunos ( )

v’ Se calculasdbloun subconjunto y se elige la VBE. Si no hay ninguna st

calcula otro subconjunto hasta que se encuentre una VBE o0 se esta
el optimo

1 Mayor mejora por incremento unitarte la VBE por la arista
de maxima pendiente ( )
J— C . C
C. = min = min

Escala de
la arista

S [ N R

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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d Método realizauna aproximacion de la escala en lugar
de su céalcul@xacto
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Manejo de cotas superiores  0sx <y,

J ]

trerze ventajas
computacionale€n el método simplex implica no sobrepasa
las cotas cuando la variable basica entrante se incrementa
hasta alcanzar un nuevo vértice.

dSi x =0 X; €S no basica
dSi x=u y =0 Yy es no basica

 Lavariablebasica saliente es la primera que alcanza su cota
(se haria negativa) al incrementar la variable basica entrante
Ahora esta condicion se extiende a su cota 0 o0 a suicota
Cuando se alcanza cotasuperior se cambia la variableay,
o G como nueva variable no basica.

ICAI %88/ ICADE
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CONTENIDO

JINTRODUCCION

JdMETODO SIMPLEX

JADDITIONAL DEVELOPMENTS (master)
> DUALIDAD

JANALISIS DE SENSIBILIDAD
JINTERIOR POINTMETHOD (master)

JCOMPARISON AMONG CPLEX ALGORITHMS
(master)
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Two perspectives of the world: Engineers vs.
Economists

e @ oo
CoMILLAS
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Purchasing decision

 The Purchasing Director of the department store English
Suit (TES) Is interested in th@rocurement of a certain
anmountof Manchego cheese, callddfrom different cheese
factories for thenext discount campaign. At the moment he
has three suppliers available, A, B and C. He has contacted
with the Operations Engineers of the factories that have give
him the per unit cosind production capaciof each factory,
which correspond respectivaly ¢ andp,, and are expressed
iIn €/kgandkg.

] Assess thetlmlzatlon
Purchasing

oroblem to be solved by the TEC

%@g PPPPPPPPPP
COMlLLAS
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Purchasing decision. Specification

1 Parameters/Data:
v d estinated cheese demand [kg]
v' ¢, cheeseoer unit cost of each factory€/kg]
v' p, production capacitpf each factory [kg]

 Decisionsto be nade/Variables
v Xi how much cheese to purchase to each factiéiy

ERSIDAD 5850, PONT
UN\V ICAI @ ICADI:ICIA
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Purchasing decision. Graphical representation

Per unit cost

[€/kg]

A

Cob-mm g™ __ B ___ & = Pl Objective function
is this area
Cploooo Ps
CA pA /
d »
t—— P —— P>
X X, X Demand [kg]

N\\/ERS\DAD S PONT’FICI
ICAI { i ICADE
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Purchasing decision. Mathematical formulation

(1)

 Objective function:

v Minimize the procurement cost by TES
Xn;l(inX C X, + Xy +c. X,
d Constraints: "¢

v’ Satisfythe estimated cheese demakgl X, + X, + X, > d

v Observe the limits of each factdisg] X, < p,
Xp < pg
Xo < p.
v Make arational purchasgxg] X, >0
X, >0
COMILIAS Xo 20
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Purchasing decision. Mathematical formulation
(1)

d The whole cost minimization probleisiformulated as:

Xﬂi%CZZCAXAJFCBXB +c. X,
X aweRSIERN Saed

Xy <Py

Xp < Py

Xo < Po

X, X5, X, 20

ERSIDAD 5850, PONT
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Selling decision

 Three companies devoted to producing Manchego cheese h
constituted an associatiahe Manchego Cheese Association
(MCA), to join efforts in commercializing their products. The
Econony Director of this association has been contacted by
Important department store interested in purchaskm) af
cheese for theext month. The Director knows ther unit
costc, andcapacityp, of each factory.

 Assess theptimization problem to be solved by the MCA
Economy Director | Iselling pricethatmaximizes
Its profits

g@ PPPPPPPPPP
COMlLLAS
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Selling decision. Specification

1 Parameters/Data:
v d estinated cheese demand [kg]
v' ¢, cheeseoer unit cost of each factory€/kg]
v' p, production capacitpf each factory [kg]

1 Decisionsto be nade/Variables
v' Z cheese per unit pri¢é/kg]
v Y, penalty by limit in each factony[€/kg]

ERSIDAD 5850, PONT
o ICAI @ ICADI:ICIA
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Selling decision. Graphical representation

Per unit price
[€/kg]
A
Ye
Y A Pc
Objective function
Y, is this area
CRAm | N Ps
/ Y, /

Ch pA

v d

Demand [kgl

N\VERS\DADJ"'"" PONTIFI, ,
ICAI { % ICADE
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Selling decision. Mathematical formulation (i)

 Objective function:
v Maximizethe profits of producers’ associatiff]
=dZ —p,Y, —pY,—p.Y
Z,gl,%;?yc Yo Doty — Pptp — Pole
1 Constraints:

v Conpanies want thenaximum marginal price below their marginal
(per unit) costE/kg]

It is a perfect competitive market. If a factory sells above its variable
cost itwill be out of the market Z =Y, <c,

Z—-Y, <c
v Prices/penalties have to be ratioffakg] b — 7B
Z7YA7YB)Y ZO Z_YC SCC

Determine the set of marginal prices that minimizes the total price of available resources such that
& othve cost assigned to each product is greater or equal than the per unit margin of this product

Com
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Selling decision. Mathematical formulation (ii)

1 The whole profit maximization problers formulated as:

max 1, = dZ —p,¥, —ppY¥, — po¥e

Z,Y,,Yp Yo

Z — Yl & dy
Z —Y, <cg
Z—Y, <c,

7.Y,,Y,,Y, >0

ERSIDAD 5850, PONT
UNN ICAI g@i;}% ICADI:ICIA
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Aesthetic relations

O PRIMAL: TES cost minimization < DUAL: MCA profit maximization

X +X, +X, =>d %S v
-X, > —p, W Y/
-X, > Z
—- X, >-p, i ()
X, X,,X, >0
1 1 1 |1
N —1 |y 1

o @) - 1
CoMiLLAS
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Aesthetic relations

1 PRIMAL problem

v" Minimization

v' RHS

v O.F.coefficients
v Constraintmatrix
v’ # of variables

v’ # of constraints

« Primal dual

— primal problem

ERSIDAD sees, PONT)E - d u a | ro b | e m
o ICAI @ ICADEICIA p
CoMiILLAS
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- DUAL problem

cost minimization

profit maximization

quantities

prices
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Two perspectives

 Engineers:
v Decide quantities how much cheese to produce in each fadtayy
v Work with primal variable

d Economists:
v Decideprices. what price to ask for a kg of ched§ég]
v Work with dual variables

o @
CoMILLAS
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Behavioral relations

 Objective function at the optimal solution of primal and dual
problemscoincide z = y,

d How much does the total cost increase when the expected
cheese demand increases in one unit [€/ Z]]?

Marginal costof increasingoutput

d How much does the total cost decrease when the productior
capacity of factory A increases in one Uarkg|? Y,

ERSIDAD 5850, PONT
o ICAI Q%% vt
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Cost minimization problem. Explicit
formulation

parameters

d estimated cheese demand

CA cheese per unit cost of factory A
cB cheese per unit cost of factory B
cC cheese per unit cost of factory C
pA production capacity of factory A
pB production capacity of factory B
pC production capacity of factory C

positive variables

XA how much cheese to purchase to factory A [kg
xB how much cheese to purchase to factory B [kg
xC how much cheese to purchase to factory C [kg

variable
Zz procurement cost [€]

equations .

of Minimize the procurement cost

ecd Satisfy the estimated cheese demand
ecA Observe the limits of factory A

ecB Observe the limits of factory B

ecC Observe the Timits of factory C

AA A A
[(e]{el{e]le]r
P ——

min z:cAXA —|—CBXB —I—CCXC

of .. z =e= CA*XA + CB*XB + cC*XC ; ;X:47)(237)(t7
ecd .. XA +1xB + XC =g= d ;

X, +X,+X, >d
model cm / all / ;

* assign values to the parameters — X > —p
: A — A

CA = 8 ;

EE

cC = ;

pA = 100 ' _ X >

pB = 120 ; B - B
pC = 150 ;

d = 300 ;

solve cm minimizing z using 1p —_ X > _p
C — C

UN\VE‘(|CA|€£§§IC/‘ XA’XB’XC Z O

CoMmiLL
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Profit maximization problem. Explicit formulation

garamete rs

estimated cheese demand kgl
CA cheese per unit cost of factory A [€ per kg
CB cheese per unit cost of factory B [€ per kg
cC cheese per unit cost of factory C [€ per kg
pA production capacity of factory A [kg
pB production capacity of factory B [kg
pC production capacity of factory C [kg
positive variables .
YA penalty by limit in factory A [€ per kg
yB penalty by limit in factory B [€ per kg
yC penalty by 1limit in factory C [€ per kg
z cheese” per unit price € per kg
variable
y0 profits [€]
eguat1ons_ .
of Maximize the profits €

: : : : [
ecA Company A want the maximum price below their per unit cost E% per kgi

ecB Company B want the maximum price below their per unit cost [€ per kg

ecC Company C want the maximum price below their per unit cost [€ per kg

of .. y0 =e= d*z - pA*yA - pB*yB - pC*yC ;

ecé . Z - yé =}= Cé ;

ecB .. z - yB =]= cB ;

ecC .. z - yC =l= cC ; max y —dZ_pi/ _pi/
model pm / all / 0 AT A B B

: ZY Y,V

* assign values to the parameters

31 ,

7 =%

solve pm maximizing y0 using 1p 7 — YC < C,
= @ Z 9 YA7 YB7 %, >0

CoMmiLL
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Cost minimization problem. Algebraic
formulation

UNWVERSIDAD é@ &3, PON
ICAI “dies ICA

CoMmiLL

sets _
i factories / A, B, C /

parameters

__ estimated cheese demand - [kg] / 300
c(i) cheese per unit cost of each factory i1 [€ per kgl / A 8, B 10,
p(i) production capacity of each factory 1 kg? / A 100, B 120,

positive variables _
X(1) how much cheese to purchase to each factory i [kg]

variable

Z procurement cost [€]
equations. |
0 Minimize the procurement cost

€
ecd _ Satisfy the estimated cheese demand Eka]
ec(i) Observe the 1limits of each factory kgl ;

ol 1 uprMed Nl ok VR
ec(i) .. x(1) =1=pQ) ;

model cm / all /
solve cm minimizing z using lIp

c 1
Cc 15

2
0

NN
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Profit maximization problem. Algebraic

UNWVERSIDAD é@ &3, PON
ICAI “dies ICA

CoMmiLL

formulation
sets _
i factories / A, B, C /
parameters
__ estimated cheese demand - [kg] / 300 /
c(i) cheese per unit cost of each factory i1 [€ per kgl / A 8, B 10, ¢ 12 /
p(i) production capacity of each factory 1 kg? / A 100, B 120, C 150 /

positive variables . _
y(1) penalty by 1imit in each factory i {€ per kg]

Z cheese” per unit price € per kg

variable .

y0 profits [€]

equations. | _

of _ Maximize the profits | : : _ [€%

ec(i) Company i1 want the maximum price below their per unit cost [€ per kg] ;
of .. .. y0 =e=_d*z_- sum[i, p(i)*y(i)] ;

ec(1) .. % - y@) =1= c(1§ : . Y

solve pm maximizing y0 using 1Ip 7.
I 1

model pm / all / I11aX y() o dZ - § :pzl/;
7

Z =Y <c Vi
2,Y, >0

M A D R 1 D
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Model results

 Values (levels) of variables
1 Values (levels) of constraints

 Dual variablegshadowprices, Lagrange multipliers)

v Marginal values (utility or cost) of (relaxing) constraints

v Dimension: o.f. dimension

constraint dimension
v Its valueis only valid in the neighborhood of the optimal solution

] Reduced costs

v Marginalvaluesof variables
v Dimension: o.f. dimension

variable dimension

N v’ Its valueis only valid in the neighborhood of the optimal solution
COMILLAS
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Problema dual

d Problema (P) minz=c'x
Ax=Db

: : x=0
 Cota inferiorde este problema

v' Operamos con las filas de la matriz, las multiplicamos por algun valo

y' Ax= Yy k las sumamos entre ellas de modo que no se superen los
coeficientes de la funcion objetiy" A< ¢ , en tal caso el lado derec

resultante de tales operaciones seria una cota inferior para el valor d
funcion objetivcy' b< ¢’ x

v Esa cota queremos que sea lo mas alta posible.
 Problema (D) maxy,=b"y

A'y<c

J vy son las

o @ o
C OMILLAS
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Interpretacion economica

 Precio sombr&variabledual, multiplicador simplexprecio de
equilibrio, preciojusto) del recurso(y;) mide el valor
marginal defecurso, es deciel incremento marginal deat
aumentar marginalmente el recurso b

3 http:/www.omie.es...ultadosMercado swf ﬁ|

% ‘5.= & www.omie.es/files/flash/ResultadosMercado.owf c | |E - leaving basic variable
N D Day: | 4 ||23/08/2013 = | » | Scope! | Daily scope - &
wWEEE -

23/08/2013 - Daily market hourly price

70 32.000
Average prices
60 . 23.000 e
24.000
50
—
" 20.000 J
c 40 .
2 z
3 16.000 E
E30 -
i Edpafis: 50.0% Lx_l:
20 L
8.000 ’
Economic volume
L 4.000 .
o o Portugsl: 20,9
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
. Marginal price Spanish system . Marginal price Portugu system Total Energy Iberian Market
e Arithmetic average marginal prices: ® Spanish electric system 54,31 EUR/MWh
® Portuguese electric system 54,31 EUR/MWh @ Total Iberian Market energy 637.100,10 MWh

Daily market Intradaily market Average final prices Prices comparison Hide menu

Daily market hourly price
Files access
UNWERSIDAD “@' FONTIFIC, ,
Historical .
ICAI ICADE " ) ! it Fuente: OMIE
cial capacities of exchanges by order after technical constraints
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Relaciones primal dual

O Cualquier problema LP denominagomal tiene asociada él otro
problema también LP llamadiwal

X0, X
O Para cualquier problema primal y su dual, todas las
son porque el dual de su dual es el primal

O Obtencidon de uno a partel otro

j

min max
Variable Restriccion
> 0 - <
<0 B >
no restringida =
Restriccion Variable
> < > 0
< ~ <0

no restringida

COoMILLAS
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Ejemplo (i)
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Primal Dual
maxz = 3x + 5x miny, = 4y, + 12y, + 18y,
X, < 4 Y, +3y3 > 3

2%, = 12 2y, +2y; 2 5
3x +2x, < 18
Xj_ X2 y11 y21 y3 2 O
X, % 2 0
. _Y1_
maxz=| 3 Q{X} miny, =[4 12 1§ v,
2
- - y | Y3 |
Dz{xl}su 1 0 3| T3

X2 y2 2
- i L== | Y3
% > g _y_ 0
% | 0 1

Y, (2|0




Ejemplo (i)

MNGX T &%t GX TR BB+ %b+ b
a, Xt a,%t a3%s b Vit Vo8t Vi8S G
a21X1+ aZZX2+ a23x32 b‘ y1a12+ y2a22+ ySa322 CZ
8y Xt 85X+ 8 %= D Vidis t Yo8F Y385,= C
X 20,%x, < 0,%, libre y,<0,y,20,y, libre

PO
,--a.% NTiFic, ,
ICAI % |CADE

COMILLAS
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Ejemplo de sistemas de energia eléectrica

1 Minimizacion de costes de [ Maximizacionde la funcion
explotacion de utilidad

min ¢ P, + ¢, P, + ¢, B

BB By

P +P, +P, >d :]\ A{L{lz?igdAJFPMl‘HDzﬂzJFPsﬂs
\ A < . P
B S EH & = 1
- A + 1y <¢ :h
P < L
’ _2 ’ A s < B
=B A>0 gy, py oy <0
B, B B =0

N\IERICI:AIDQE?%;} IZI/Z;E €
CoMILLAS
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Propiedades basicas de la dualidad (max P, min D)

 Propiedad de la simetria

v Para cualquier problema primal y su dual, todas las relaciones entre
ellossonsimétricas porque el dual de su dual es el primal.

1 Propiedad débil de la dualidad

v" Si xes una solucion factible del primal esuna solucion factible del
dual, se verifica quic’z <b"y

1 Propiedad fuerte de la dualidad

v Si X es una solucién éptima del primaf e  es una solucion 6ptima d
dual, se verificaguec’z ="y

1 Propiedad de soluciones basicas complementarias

 Propiedadie soluciorbasica optima complementaria

v En la iteracion final se encuentra simultaneamente la solucidn basice

6ptimaz del primal y la basica éptima complementgria del dual y se
e @ oo verifica ¢’z =bv"y" 2" =y,
CoOMILLAS
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Propiedad soluciones basicas complementarias

O En cada iteracion del método simplex se encuentra una solucion basica
(vertice)factible del prinal y una solucion basica complementaria
infactibledel dualtalquec™x=b"y z=y,

Si no edptima para el primal no es factible para el dual.
3 Solucion dual complementar y' = ¢ B*

] Las variableslualesson loscoeficientes de lagariables basicas iniciales
en la funC|omeet|vocambladonggl\aggoﬁo cofl

Y _P_N_Y_P_C _P_WY [ W Y

o B RESPECTO VAR PRIMA]}
Variables basicas p xz x: Cotas
- 1 ([ —cB'N| —aB ]| —cB™
7 0 BN/ B! [ B ] VARIABLES
—JDELCPRIMAL
. - —VARIABLES ;
Variables basicas 2 Ty  DELDUAL T, Cotas
_, ~1 [ |-variables duales de| —variables duales| | —c,B'b
exceso y de holgura originales
N\VERS\DADJ"""' PON”HC, xB O B_lN/ B_l I B_lb I
ICAI l@ ICADE ——
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Propiedad complementariedad de holguras (i)

[ Si una solucion optima del primal tiene e
en una restriccion (es decir, es variable

basica> 0), la a-esa restriccion tiene
valor

1 Si una enel
optimo,la asociada a dicha restriccion puede
tener valor (positivo 0 negativo segun

corresponda al tipde restriccion y de funcion objetivo —
maximizacion o minimizacion-) en el optimo del problema

dual.
4 Si una del primal (no las de holgura, exceso c
artificiales)en eldptimo tiene valor > 0, su correspondiente
e (es decir, su variable

ICAI %88/ ICADE

COMILLAS asociada dedual es 0).
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Propiedad complementariedad de holguras (ii)

(P) minz=c x
Ax=Db
x=0
(D) maxy, = b'
maxy, =b'"y Yo =Y
- => ATy+ s= C
A ysc
s=0
4 Propiedad xs =0 j=1,..
 Sean I( , de(P)y (D) Ax=b x=0
Aly+s=c =0
A Intervalo dedualidad ( )
C'x=by=(Ay+ 3 x by JyA sx by x=s) . x
) =
COMILLAS | ,
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Teorema de dualidad

[ Las unicas relaciones posibles entre primal y dual son:

v Si un problemdiene entonces también las
tieneel otro. Se pueden aplicar las propiedades débil y fuerte de
dualidad.

v" Si un problema tiene soluciones factibles y funcién objetivo
el otro problemanotiene solucione&

v" Si un problemao tienesolucioneg , el otro o ntiene
solucioneg 0 notienefuncion objetivo
. exactamente uno de los dos sistemas de
ecuaciones siguientégne solucion
v Sistema 1: A'x=b x=0
v Sistema 2:A"y<0 b'y>0

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Ejemplo 1 (i)

maxz = 3 X+ y
X,y 4

§+ys6

i 2X+y<12
X,y=0

0 \ \ k N| \ N

UNIVERSIDAD @ 8 PONTIFIC) 0 2 4 6 8 10 12

ICAI ICADE
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Tabla del método simplex

VBE 3
maxz=— Xty
X y u v X,y 4
z -0.75 -1 0 1 + y S 6 ]Z_-L
u 0.33 1 1 6 6 3
E!7 v 2 1 1 12 12 2x+y<12 711
VBE X,y=0
z -0.41666 0 1 0 6 (77i’772) — (0-75, 0.25
VBS F u 1.67 0 -1 1 6 3.6
Var | Var
dual dual
Rl T —— Rro
0 0 0.75 0.25 -7.5
1 0 -0.6 0.6 3.6
0 1 1.2 -0.2 4.8

P
UNIWERSIDAD é@ﬁ ONTIFic),
""I"“‘.;

ICAI ICADE
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Ejemplo 1 (i)

maxz-i3 X+ y
4

9
Variable %y
dual R1 X
8k —+Vy< )
/ Gradiente 3 = 74
f.o.
7+ \\\ 1 2X+ yS12 72
=75 X, Y= 0
6 7
\\ N (7, 7,) = (0.75,0.25

51 2 Variable

> — dual R2
41 _

“
N
3k ) N |
N X/3+y =
N e
2 AN i
\\
N
1 | \\\ _
ERSIDAD s PONTIF | \ N
ICAI { i ICADE O 2 4 6 8 10 12
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Interpretacion geomeétrica de las variables duales

v" Distancia por excegwalor negativo) o defecto (valor positivo) a cada
restriccion de desigualdad

v" Distanciapor excesd@valor negativo) o defecto (valor positivo) a cada
restriccion de igualdad

v’ Derivadas direccionalete las variables

v Proyeccion del gradiente de la funcién objetivo sobre el eje de la
variable correspondiente

v Costegeducidoge las variables de holgura y de las variables
artificiales

) v" Proyeccion del gradiente de la funcién objetivo sobre el vector
CoMILLAS | ortogonal a la restriccion correspondiente
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Ejemplo 2

[ Se introduce una nueva restriccion gue pasa por el optimo

9 I

3
maxz=—X+Yy
X,y 4

X
—+y<6
3 y
2X+y<12
1—lx+ y</

18
X,y=0

VERSIDAD f"'“% PONTE N
o ICAI {% ICADEICI4 0 | ; |
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Tabla de método sim

nlex

A) elijo v como VBS

X y u

z -0.75 -1

u 0.33 1 1 6 6

\Y 2 1 12 12
w 0.611 1 7 7

z -0.42 0 1 6

y 0.333 1 1 6 18
v 1.667 0 -1 6 3.6
w 0.278 0 -1 1 3.6

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

z 0 0 0.75 | 0.25 0 -7.5
y 0 1 1.2 -0.2 0 4.8
X 1 0 -0.6 0.6 0 3.6
w 0 0 -0.83 | -0.17 1 0
B) elijo w como VBS
z 0 0 -0.5 0 1.5 -7.5
y 0 1 2.2 0 -1.2 4.8
v 0 0 5 1 -6 0
X 1 0 -3.6 0 3.6 3.6
z 0 0 0 0.1 0.9 -7.5
y 0 1 0 -0.44 | 1.44 | 4.8
u 0 0 1 0.2 -1.2 0
X 1 0 0 0.72 | -0.72 | 3.6
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Degeneracidon en primal

 En el problema anterior, el punto (3.6,4.8) queda determinac
por cualquier parejde las tres restricciones.

d Hay 5 variables (2 originales y 3 de holgura). Como hay 3
restricciones hay 3 variables basicas con vablor8%, y=4.8
y u=0 6 v=0 60 w=0, pero solo una. Luego, hay una variable
basica con valor O (solucion degenerada).

 Degeneracion en primal es igual a multiples 6ptimos en dua
Estos valores son soluciones optimas del dual y, a priori, se
podria obtener cualquiera de ellas.

(m,m,,m)=(0,0.1,09 (m,m,,m,)=(0.750.25,C

A El primal tiene una region factible menor (por tener una
restriccion mas), luego el dual tiene region factible mayor

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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¢,Problema primal o dual: cual de los dos se resuelve?

- Tiempo de soluciopor métodasimplex revisade N’
1 Numero de iteraciongeor metodosimplex revisade: 2m
d Si m<<nresolver ebroblemaprimal

d Si m>>nresolver ebroblemadual
1. pasar del primal al dual
2. resolverel dual
3. pasar del dual al primal

ST
CoMILLAS
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CONTENIDO

JINTRODUCCION

JdMETODO SIMPLEX

JADDITIONAL DEVELOPMENTS (master)
ODUALIDAD

> ANALISIS DE SENSIBILIDAD
JINTERIOR POINT METHOD (master)

JCOMPARISON AMONGCPLEX ALGORITHMS
(master)
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Analisis de sensibilidad

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
ICAI %88/ ICADE
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DEs

1 Efectos sobre la solucion optima debidos a cambiog,én a

yG.

d Procedimientocompleto:
d y* , BY no caman aunque cambieb ¢, Ay
v bob c-c A=A
v' se recalcula la tabla final para los nuevos valbrec; A y ode for
incremental
v s0lo se efectian los cambios asociados a los cambios en los eleme

correspondientes (b2 c, Ay
del sinplex para resolver por eliminacion de

Gauss
v’ prueba dé (todas las variables basicas no negativas)
v' prueba de (coeficientes no negativos en ecuacion 0)

v" nueva iteracion ded



Cambios en cotas de restricciones (i)

3 Nueva funcion objetivcz= y'b
1 Nuevos valores de las solucioriggimasp = B'p

 Caso ejemplo habitual
v Variablesduales Y :[D 1.5 ]]

v’ Inversade la matriz base 1 033 -033
BY=[O 0.5 [ ]
[] -0.33 0.33
d Cambio de cotas de las restricciob-b | 4] | 4]
12| - | 24
@ 18] [18

COoMILLAS T

DDDDDD ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL



Cambios en cotas de

restricciones (ii)

1 Nueva funcion objetivo z= yT_b:[D 1.5 ZI] 24

J Nuevos valores de las

N\

b=B1b=
X | -
X, |=| 12
-2

54

soluciorggimas |18
1 033 -033 .

(1 0.5 L] || 24|=] 12

] -0.33 0.33*%) 172

por variablebasicanegativa, se aplica el

ERSIDAD 5850, PONT
o ICAI z@%& vt
CoMILLAS

DDDDDD ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL



Intervalo de valores factiblesde b |

d Intervalo de valores para los que la
cambiando Unicamente el valor de

b, en el problema.

=~ [2] [ 0.33]

D=|6|+ 05 |ab=¢
2| |-0.33

2+0.3b,=C  Ab,=-2/0.33=-¢€
6+ 0.50b, = 0 Ab, = —6/0.5= - 12
2-03Nb,=C  Ab,=2/0.33=6

—6<Ab, <6
b, =12+Ab
6<b, <18
UNIVERSIDAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Cambio en coeficiente de una variable no basica

4 Coeficientes d&: G, &, @y, -+, Gy
dc-c N =N columnaj de lamatriz A
1 NO afectan la factibilidad de la solucion.
a¢c -cB'N coeficientes de;xen la f.o.
d BN coeficienteslex; en las restricciones
4 ¢ Optima?
v En primal y'N, =€ 20
v En dual Zm:ﬁj ¥2G siendoj conocida

i=1

1 Si no es optimg; es la variable basica entrante nueva y se
sigue corel sinplex.

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Intervalo de valores de optimalidad de ¢ |

4 Intervalo de valores de para que Iaolucion siga siendo
optimacambiando unicaments
cl =¢l -c.B*N=0

dela variable no basicg C,=¢ 3

v' minima cantidad que tiene que reducirse el “coste’ dara que
Interesearealizar esa actividad (incrementar desde 0).

v/ maximo incremento permisible dgpara mantener la solucion basica
factible como optima.

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Introduccion de una nueva variable

1 Se supone que la nueva variakla introducir yaestaba en el
problemaoriginal y tenia todos sus coeficientes = 0 (y todavi:
los son en la tabla final) y quees una variable no basica.

] Estecanbio se convierte en

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
ICAI %88/ ICADE
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Cambio en coeficiente de variable basica

A Difiere del caso de variable no basica porgue requiene
del sinplex en forma adecuada para
(coeficientesl enfila correspondiente y O en el

resto).
[ Esto puede causpeérdida de (meéetodo
)y/o (método ).

ERSIDAD 5850, PONT
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Introduccion de nueva restriccion

1 Se comprueba si se satisface para la solucion optima.
1. Silohace, ésta sigue siendo optima.

2. Sino, se introduce la restriccion en la tabla final del simplex con la

variable de holgura, por exceso o artificial necesaria que se toma
como variable basica.

Se prepara la tabla para eliminacion gaussiana y se sigue el métodc
simplex dual.

UNWERSIDAD 888 PONTIE )

ICAI %88/ ICADE
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Metodo simplex dual

1 Opera en el primal como si el método simplex se aplicara
simultanearante al dual.

1 Se utilizara:

v' Cuandose necesitmtroducir muchas variables artificialpara
construir una solucidbasica factible inicial

v En analisis de sensibilidad

ST
CoMILLAS
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Comparacion entre simplex primal y dual

. se mueve por fuera de la region factible con valor de la f.o
mejores quen el optimo. Entra en la region factible y al mismo tiempo consigue

optimalidad.

Método Simplex Primal

Método Simplex Dual

Maneja soluciones basicas factibles y
mueve hacia la solucion optima (trata
satisfacer la condicion de optimalidad)

84aneja soluciones basicas que satisface
dmndicion de optimalidad (dual) y se mue
hacia la solucion Optima tratando
consequir factibilidad (dual)

N

o

Columna derecha 0

Ecuacion f.o>0

Ecuacion f.o. < 0 (excepto en el 6ptimo)

Columna derecha < 0 (excepto en el opii

Variable basica saliente

Variable basica entrante del dual

Variable negativa de mayor valor absoluto Mayor coeficiente negativo en f.o. del (

)|

Variable basica entrante

Variable basica saliente del dual

Lsow gz ronr,, | COEF €cuacion de f.0. que antes alcanza O Variable del dual que alcanza O

ICAI { f ICADE

COMlLLAS

viomanmonmrRemimon  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL



N\\/H(S\DAD PR PONT’FIc,
ICAI { f ICADE

COoMILLAS

M A D R 1 D

C

Metodo simplex dual

Problema en forma estandar (min, restricciones tipo =, variaples

Solucionbasicanicial cuyas variables basicas tienen coeficientes 0 en la
ecuacion f.o. y las no basicas coeficiert€s

Comprobar si variables basica® >SI= soluciéndptima. NO= siguiente
iteracion

Siguiente

v' Determinar (fila pivote): variable basicaegativa con
mayor valor absoluto

v' Determinar tcolumna pivotg variableno basica cuyo
coeficiente en la ecuacion de f.o. alcanza antes O.

v' Se comprueba entre las variables no basicas con coeficiente < 0 en fila pivot
se selecciona ei entre su coeficiente en la ecuacion de la f.0. y €
fila.

R (e
min Yy <0
Yy

v' Sinohay ningln elemento < 0 en la fila pivote el problema duabes Y,
por tanto.el primal es

v' Determinaira cpreparacion para resolver por eliminacion

gaussiana.
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Propiedad de complementariedad de holguras

 Primal(P) minz= ¢ x
Ax=1Db
x=0

0 Dual (D) M&% =0y
A'y+s=
s=0

4 Propiedad deomplementariedad de holguras paradaicion

Optima x;§=0 j=1,...n

L
CoMILLAS
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Metodo de punto interior primal-dual (i)

O Moverse por una en
problemagrimal y dual

O Especificamentese trata de encontrx(x) y() s(u) u>0 gue

satisfagan
Ax=Db )
x=0 : -
: +<== (m+n) ecuaciones de factibilidad
A y+s=c
s=0 )
x;s =u [j <<= necuaciones de complemantariedad

O El parametri4 se va reduciendo hasta lograr la convergencia. My > 0as

la condiciorX;s = U implica gx>0 s>0 , €s decir, que ambos son
(duality
O G FONTI gap) hastaalcanzar el valor cero en la solucidn optic' x-b" y= X s w

COMlLLAS
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Metodo de punto interior primal-dual. Método de
Newton (ii)

de resolucidn deistemas de ecuaciones
NO liNnealesSykt _ yk 4 Ay

Y LR Ay
St S+AS
AX9, AY¢ YASC que
X“>0,s>0
A(X+AX)=b - A%X=0
AT(yk+Ayk)+sk+Ask:c . AAY+A $=0

N C Y LS 1 ryyy ST

. Sl Incrementos son pequefoss es
despreciabléenenos un
NWERSIOAD B8 FONTIF S;(A)ﬁk i ){A $< s - )J&( #
COMILLAS
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Metodo de punto interior primal-dual. Sistema de
ecuaciones en incrementos (lii)

O Denominamox =diagx) S=diag(s) ey(l - 1)

X = Xe

m=) XSe= U ¢
S= S¢

SAx+ XAs=[e XS
AAX=0 . (Mm+2n) sistema de ecuaciones lineales
A Ay+As=0

A El parametrz se elige en cada iteracion

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Metodo de punto interior primal-dual. Calculo de
Incrementos (iv)

1 A partir de la tercera ecuacids=-AAy
1 Sustituyendo en lprimera Sax- XAA y=u e XS

d Premultiplicando pcAs® vy aprovechando AAx=0 se
calculady
-AS'XAAy= AS(d e X$

d DefiniendoD=S"X  v(u)=we- XSt Se calciasinAx e

—ADA'Ay= AS" yu)
As=-AAy
AX = 31\(@)— DA <

asociadala resolucion del sistema de
ecuaciones de calcutedy , ya qQUADA"  es mas denseAjue

UNIVERSIDAD A28 PONTIF ),
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Metodo de punto interior primal-dual. Iteracion (v)

N e

UN\\/EKS\DAD A PONTIR ),
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Se parte de x>0 ¥y s¢>0
Se calculan las AXE Ay AS
Se calculan las X< +AX< Y +AY* S+ AL
Se el valor del =o'yt o*0[0,1

d La disminucion puede ser muy rapida siempre gue se mantenga
estrictafactibilidad

d Hay que garantizar que intervalo de dualidad disminuye
XT+1SJk+1=(){<+A)Jé()( $<+A J§) =/Jkkl
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Desarrollos adicionales

L Mantenimiento de estricta factibilidad
1 Solucidn inicialinfactible

1 Método primal-dual predictivo correctivo
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Metodo de punto interior primal-dual. Estricta
factibilidad y cotas de variables (vi)

 Garantizar estrictéactibilidad:paranetros de longitud de paso

X(@p, H) = X4 @pAX a, =min(-x; /Ax )
y(@p, ) = yHapAy 0
s(ay, 1) = s+.As dp _ZQLQ( J/A%)
[ Estrategia habitualongitudde paso unicia = min(a,,a,)
X, +alx 20
s, +aAs 20

A Condicic’)nde Centralidachath following (x*,¢)0C
c'={(x9: 2y, Fl....p yO(0OD)

 Valores adecuadco:iseparametrog ¥y ¥ Imprescindibles

o @ o para cormportamiento robusto del método
COMlLLAS
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Metodo de punto interior primal-dual. Solucion inicial
Infactible (vii)

 Hasta ahora se partia de

1 No vale la del método

1 Se anaden en las ecuaciones
A(X+aX)=b - AMxX=b Ak=y

A(y+ay)+s+as=c - A H+A = e( Ay 35,
SAx+ XAssu e XSe (w)

AAX= b— AX= |
A'Ay+As=c- Ay s J

Ay =~(ADA)[ AS" \u)- ADy- 1]

As=-AAy+ |
Ax=S'u)- Ds
o g d Hay que dar

ICAI %88/ ICADE

COMILLAS sobre la disminucion del intervalo de dualidad
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Metodo de punto interior primal-dual predictivo
correctivo (viii)

d Disenado para AX As

o) . se calculan los incrementos segun
ecuacionesnteriores

SAX+ XAssu e XSg (w)
AAX= b— AXE |
A'Ay+As=c- Ay s ¢

: se Introducen los valores calculados en la
etapa anterior
SAx+ XA sy e X$ed X Se ()
AAX=b— AX= |
ATAy+As=c- Ay s ¢4

AX =diag@x)
AS=diagAs)
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Metodo de punto interior primal-dual (ix)

 Los métodos de punto interior
> Por ello cuando llegan al 6ptimo se suele realizar ur

( ) para determinar la
solucidénbéasicaoptima.
 En el método de punto interioried depende
principalmentedel (densidad) de la

matriz de restricciones.
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Caso ejemplo

minx, + X,
—2X, + X, <2
-X +2X,<6
X +2x,<10
=X —2% < -5
X —X<4
X, %20
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Puntos Iniclales infactibles L1 = 1410

1 1 4 4
48 2.19 4.27 1.74
472 2.18 419 1.74

ERS\DAD:""“' PONT|
N\V ICAI @% ICADI:ICI
C OMILLAS

g ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL



Puntos Iniclales factibles p = 1110

4 2 2 4
429 1.88 4.44 1.75
421 1.88 436 1.75
2.27 1.59 159 17
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Puntos Iniciales factibles

/jk+1 — ﬂk/Z

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

2
4.44
4.22
1.35
221
2.17
1.75
0.59
0.46
0.24
0.26

0.2
0.22
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2

4
1.75
1.85
2.54
2.21
1.6
1.9
2.28
2.33
2.4
2.38
24
2.4
2.4
2.4
2.4
24
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4
2.4

7

L= 1120

2
4.44
4.38
3.29
1.37
0.39
0.21

0.2
0.2
0.2
0.2

4
1.75
1.74
1.59
1.94
2.34
2.41
2.4
2.4
2.4
2.4
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Convergencia

120
100 -
o
©
O
2 60
=]
©
(@)
40
20
ERSIDAD s PONT,F 0 | | | |
o ICAI %@W ICADEICI 0 2 4 6 8
iteraciones
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Actualizacion de

A x es una aproximacion del intervalo de dualidad.
X:.(+lSJk+1:(><<+A)Je<)( $<+A1§) :Ium

[ Si su valor se decrementa muy rapidamente se puede perde
convergencia. El intervalo de dualidad puede incluso
aumentar.

[ Si su valor se decrementa muy lentamente se requieren
muchas iteraciones.

 Factores entre iteraciones sucesivas de 0.7 a 0.9 (en funcio
del numero de variables del primal) garantizan la
convergencia.
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¢, Cudl es el mejor algoritmo?

J CPLEX 10.0

v’ Simplex primalganael 15 %de las veces

v’ Simplexdualgana eB6 %de las veces

v Punto interiogana eB9 %de lasveces

v' Combinaciérde Ios anterioregana un 10 %de las veces

(510N
Of Barrier § Dual Primal Barrier Dual Primal
Problems L Win % } Win % )| Win % J Tie % | AvgWin | Avg Win | Avg Win
All 788 39% | 36% 15% | 10% 3.29 2.19 1.90
>= 1000 rows 620 42% | 38% 15% 5% 3.40 2.28 1.86
>= 5000 rows 381 44% | 39% 15% 2% 3.70 2.53 1.95
>= 10000 rows 290 42% | 42% 15% 1% 3.76 2.70 210
>= 25000 rows 183 42% | 40% 17% 1% 4.42 3.13 2.37
>= 50000 rows 115 43% | 37% 18% 2% 2.39 3.7 2.41
>= 100000 rows 79 41% | 36% 21% 1% 6.92 4.43 2.29
>= 250000 rows 36 36% | 31% 31% 3% 5.41 6.19 2.35
>= 500000 rows 21 29% | 33% 33% 5% 3.20 8.96 2.06
>= 1000000 rows 7 43% 0% 43% § 14% 7.73 1.99
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