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Introduccion

1 Herramienta mas importante de la optimizacion y de
la investigacion operativa

O Multitud de aplicaciones en campos diversos

DN N NN

v

Economia y finanzas
Sector energético
Produccién industrial
Logistica

Marketing

1 Existencia de métodos potentes de resolucion
(1 Base para resolver problemas mas complejos

v
v
v
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Programacion entera
Programacion estocastica
Programacion multiobjetivo
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Forma estandar

mn z=cx., +cx. +...+czx
11 2 2 n n

S.a

a.,r, +a,r,+..+a xr = b1

a T +a T, +..+a T = bm

T, %k >0

d Matricialmente

d Notacidn

min ¢’ z
Ar =10
x>0

reR", ceR"Aec R"™ becR"

a. € R" Columna j-ésima de la matriz A
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Conversion a forma estandar

d Maximizacion a minimizacion
v, maxz=-—min -z

1 Desigualdad a igualdad

v De < a = :Se afhade una variable de holgura u. > 0
Za’z‘jx]’ < bi - Za'ijxj + U, = bi
J J
v" De > a = :Se afiade una variable de exceso v, = 0

Za..x.Zb.—> axr —v =b
- (Y] 7 - Y ) 7 1
J J
 Variables negativas a positivas

. <0=y =—2;y =20

1 Variables no restringidas en signo a positivas

s G ronn . cR=z2 =2 —2; z7,2. >0
v %@ﬁ A J J J J J J
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Formas canonicas

min Z =, +c2:1;2 +...4czx
mn n
s.a

@, Ty + P Tt @, > b1

T, %k >0

a’mlxl —I_ a’m2x2 _I_ T _I_ a’mnxn 2 bm

n n
S.a
v, +a,r,+...+a x <b,

a2y 12772
a T +a x.+...+a z <b
ml 1 m2 2 mn n m

Ty %y >0

1 Matricialmente

min ¢’
Ax > b
x>0

reR" ceR"AcR"™ beR"

IIlaXCTZIZ

Az <b

x>0

reR" ceR"AecR"™ beR"
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Propiedades

O Proporcionalidad

v La contribucién de cada actividad al valor de la funcién
objetivo y a la parte izquierda de cada restriccion es
proporcional al nivel de la actividad

4 Aditividad

v' La funcién objetivo y la parte izquierda de cada restriccién
son las sumas de las contribuciones individuales de las
actividades

d Divisibilidad, continuidad

v Cualquier variable puede tomar cualquier valor real (también
fraccionario)

d Determinismo

v" Los coeficientes son conocidos con certidumbre, o han sido
estimados
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Resolucion grafica

1 Puede aplicarse cuando se tienen dos variables
d No es necesario pasar a forma estandar ni candnica

v Dibujar el conjunto factible en el plano, por medio de las
ecuaciones de las rectas que lo delimitan

v' Tomar el vector gradiente de la funcién objetivo

C
Vz—c—[l

&

v" Problema de maximizacién: Buscar el ultimo punto del
conjunto factible en la direccion del vector gradiente

v" Problema de minimizacién: Buscar el ultimo punto del
conjunto factible en la direccion contraria al vector gradiente

v' Las rectas de isobeneficio (perpendiculares al gradiente)
COMILLAS pueden ayudar a encontrar el 6ptimo
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Resolucion grafica. Ejemplo 1

max r, + 3z,
S.a
T, + 1z, < 6
—z, + 21, <8
r,r, >0
v La solucién éptima es x,* = 4/3, x,* = 14/3
R v La funcion objetivo vale z* = 46/3

CoMiLLAS
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Resolucion grafica. Ejemplo 2

r, =0
—>
max 4z, + 1z, v, — 1z, =1
S.a
r,—r,>1
r,r, >0

1) \
CcC =

\
\
\
\
\
\
1
\
\
1
1
1
\
1
3 pu—
A \
\ \ 2
1 Y
\ 1
1 1
) 1
A \
1
L\
1
1
)
!

43:1—|—a:2:O

v’ La solucién éptima es no acotada: z*— «
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Resolucion grafica. Ejemplo 3

r, +x, >—1 wl—%:?,

ERSIDAD 55, PONT) £
UNW %%‘g ICi4

o @ oot v Solucion optima: segmento que une los puntos (0,-1 1,-2), z*=-1
CoMILieg P g 9 P (0-1)y (1,-2)
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Conjuntos poliédricos

 Hiperplano a.r =b

iy

d Semiespacio ax, <b,

(/AN N
J
v' Cada hiperplano divide al espacio en dos semiespacios

' Conjunto poliedrico o poliedro: Interseccion de un
nuamero finito de semiespacios

v El conjunto factible de un problema de PL es poliédrico
- Politopo: Conjunto poliédrico acotado y no vacio

o "]CAAID%':,Z%%{ I(():ZDE
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Conjuntos convexos

d Un subconjunto X de R" es convexo S
Vxy € X,VA€[01]= dx+(1-Nye X

v' Cada segmento que une cualquier par de puntos de X esta
contenido en el conjunto X.

convexo No convexo

v" Todo conjunto poliédrico es convexo
v El conjunto factible de un problema de PL es convexo

AD 2. PO
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Combinaciones y envolturas convexas

O Una combinacion lineal convexa de un conjunto de
puntos {Xy,X,,...,X,} €S un punto que se puede expresar

de la forma
k

k
Y Ax. siendo A >0Vi, » A =1
1=1 1=1

d Se llama envoltura convexa de un conjunto de puntos
{X4,%,,...,X} al conjunto de todas las combinaciones
lineales convexas del conjunto

v' La envoltura convexa de un conjunto de 2 puntos es un
segmento

v' La envoltura convexa de un conjunto de puntos es un politopo

AD 2. PO
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Vertices y aristas

O Un vértice o punto extremo de un poliedro es un punto

del poliedro que no puede expresarse como
combinacion lineal convexa de dos puntos distintos del

poliedro

4 vértices: x4, Xy, X3, X4

X,

v" Un vértice de un poliedro enR" es la interseccion de n de los
hiperplanos que definen el poliedro
v Un politopo es la envoltura convexa de sus vértices

O Una arista es el subconjunto del conjunto factible
obtenido intersecando n-1 hiperplanos.

ICADE
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Direcciones de recesion y direcciones extremas

O Una direccion de recesion de un poliedro es un vector d,
talque x+de X VvxeX
v" Un politopo no tiene direcciones de recesion

O Una direccion extrema de un poliedro es una direccion

de recesion que no puede expresarse como
combinacion lineal positiva de dos direcciones de

recesion distintas e
D‘\teGC‘Oﬂ

— Direccion de recesion

Direccién extrema

v" Toda direccion de recesion de un poliedro es combinacién lineal
positiva de sus direcciones extremas

AD g5, PO
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Teorema de representacion de un poliedro

1 Todo punto del poliedro se puede representar como una
combinacion lineal convexa de sus puntos extremos mas
una combinacion lineal positiva de sus direcciones

extremas
d Sean {x;,X,,...,X} l0S puntos extremos del poliedro
d Sean {d,,d,,...,d}} las direcciones extremas del poliedro
0 SeaxeX

k )
X — Zl)\lxl —I— Zlnjdj
j=
k

1=

A>0Vi Yy A =1
1=1

p; =0 Vj

CoMiLLAS

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

ERSIDAD e PONT
Qs

Optimizacién lineal- 15



Tipos de soluciones de un problema de PL

Sea el problema min ¢’z

Ax =0
x>0

- Solucion: Punto que verifica las restricciones Ax =1
Solucion factible: Solucion que ademas cumple z >0
J Conjunto factible: Conjunto de soluciones factibles
X:{xeR” :szb,xZO}
1 Solucion basica factible: Solucidn factible que se
corresponde con un punto extremo del conjunto factible

 Solucion éptima: Solucién factible donde se alcanza el
minimo de la funcidn objetivo

L
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Tipos de problemas de PL

1 Infactible: El conjunto factible es vacio
v Si existe alguna solucién factible, entonces existe alguna
solucién basica factible
- Con solucion optima: Existe alguna solucion optima
para el problema

v Si existe alguna solucién 6ptima, entonces existe alguna
solucién basica factible 6ptima (Teorema fundamental de la PL)

v' Si la solucién 6ptima es Unica, esta es basica factible

v" Si hay multiples soluciones 6ptimas y el conjunto factible es
acotado, el conjunto de soluciones Optimas es la envoltura
convexa de las soluciones basicas factibles 6ptimas

1 No acotado: Se puede avanzar siguiendo una direccion
de recesion disminuyendo indefinidamente la funcién
objetivo

AD 2. PO
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Idea general del método simplex

 Buscar una solucion basica factible (vértice) inicial

O Compararlo con los vértices adyacentes y quedarnos
con el que mas disminuya la funcidon objetivo

O Repetir hasta que no se pueda disminuir mas la funcion
objetivo

1 Dificultades a salvar

v" COmo se caracterizan analiticamente las soluciones basicas
factibles

v' Como encontrar una solucidon basica factible inicial

v" Cudles son los vértices adyacentes, y como saber cuanto
disminuye cada uno la funcién objetivo

v' Como detectar infactibilidad y no acotamiento
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Hipotesis para el metodo simplex

O El problema esta expresado en forma estandar

minc' z

Az =1

x>0

reR" ceR", AecR™ becR"

1 La matriz de coeficientes tiene rango maximo por filas:
rg(A) =m<n

v" Si no es cierto, o bien pueden eliminarse algunas restricciones
por ser redundantes, o bien el problema es infactible

O Los términos independientes son no negativos: b = 0

v Esta hipbtesis no es obligatoria, pero si conveniente para
— iniciar el método de forma sencilla

ICAI %'«,

B

CoMiLLAS
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Soluciones basicas: Caracterizacion

 Partir el conjunto de variables en m basicas y n—m no
basicas
1 lgualar a 0 las variables no basicas y despejar las

variables basicas en Ax =b
v' Sitodas las variables son no negativas la solucioén basica es

factible
v' Sialguna variable es negativa la solucién basica es infactible

O EI nimero de soluciones basicas (entre factibles y
infactibles) es n] B n

n,m

m m!(n —m)!

v" No todas las soluciones basicas son siempre distintas: Si
alguna variable basica vale 0 en una solucién basica (solucion
basica degenerada), ésta se puede obtener mediante otra
seleccion de variables basicas y no basicas
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Soluciones basicas: Ejemplo

\
max r, + 3, (0,3)
(1,2)
r,+z, <3 0.1
—x, +x, < 1
r.x. >0 1.0
V2 = /" (0,0) (3.0
Qd Enforma estandar |min-—z — 3z,
T, +x,+x, =3
—x, + Z, +z, = 1
Lps Ly gy Ly >

O Soluciones basicas:

£E1,£I?2 :El,xg €T .7, 562,{6 X,, L T

174 3 2774 L

37774

(1,2,0,0) | (-1,0,4,0) | (3,0,0,4) | (0,1,2,0) | (0,3,0,-2) | (0,0,3,1)
UNIVERSIDAD "éﬁ}% PONTIFIC,

ICAI gxwf ICADE : : . . ] .
COMILLAS Factible | Infactible | Factible | Factible | Infactible | Factible
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Bases

1 Una base es una submatriz B de orden m de la matriz A

O Hay una correspondencia biunivoca entre particiones
(en variables basicas y no basicas) y bases

1 Dada una base, los elementos del problema se pueden

descomponer:
B € R™™ matriz BASICA o BASE

N € R™ ™ matriz NO BASICA

T, T, € R™ vector de variables BASICAS
— ,
T, € R"™ vector de variables NO BASICAS

[CBJ {CB c R™ coeficientes de variables BASICAS
C =

A=(B N

c, € R™™ coeficientes de variables NO BASICAS

N

v" Conjunto de indices basicos — I,
UNWVERSIDAD g%%} PONTIFY,

ICAI ICADE ! \/ . s . PR
COMILLAS Conjunto de indices no basicos — I
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Reformulacion del problema

 Despejar variables basicas

Az =10
By, + Nz, =b = z,=B"'(b-Nz, |=B'b-B"'Naz,

Funcion objetivo

T T T -l
z—chB—l—chN—cBB b+

T T —1
o —CBB N} T,

Si se fijan a 0 las variables no basicas se obtiene la
solucion basica asociada a la base B

jB —b=B'bh <=mmm Valorde las variables basicas en la solucién basica
jN =0 &= Valor de las variables no basicas en la solucion basica
A T T -1 . - g

Z=C, T, = Cp B~ b == Valor de la funcién objetivo en la solucién bésica
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Adyacencia

O Dos vértices son adyacentes si el segmento que los
une es una arista del poliedro

1 Cada vértice adyacente corresponde a una variable no
basica
v' Para cada solucion basica factible existen n - m soluciones
basicas factibles adyacentes
d Moverse de una solucidn basica factible a otra
adyacente corresponde a hacer basica una variable no
basica (y por lo tanto una basica pasara a ser no
basica)
v" Una vez elegida la variable no basica que pasa a ser basica,
ésta se ha de incrementar hasta que alguna de las basicas

valga 0
o9 G o, v Interesara elegir la variable no basica cuyo incremento

COMILLAS suponga una mayor disminucion en la funcion objetivo
soarspRemien ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Costes reducidos

1 Cada variable no basica tiene su coste reducido o
derivada direccional
cj. =C, —Z =C —Cg B_laj
v' Matricialmente

¢, =c¢, —c¢,'B'N

N
O Mide en cuanto aumenta la f. 0. por cada unidad que
aumente marginalmente la variable

cﬁ — cg B_lN] T, =2+ Z(cj — cBTB_laj)xj

jel,,
:2—1—5 (c.—z.)x.:2+§ C.T.
] J J J J

jel jely
Criterio de entrada

v Seleccionar la variable no basica con coste reducido mas

S N negativo
COMILLAS
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Costes reducidos y optimalidad

1 El coste reducido de cada variable basica es 0

1 Sitodos los costes reducidos son no negativos la
solucidon basica factible es optima

O Si en una solucidon basica factible 6ptima una variable
no basica tiene coste reducido nulo, la solucidon basica
factible adyacente asociada a dicha variable es también
Optima
v' En este caso puede haber optimos multiples

UNIVERSIDAD ,«%’%ﬁ}*} PONTIFIC),
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Eleccion de la variable de salida

d Sea z, la variable de entrada a la base

v" Debe incrementarse el valor de x, con lo que las variables
basicas ven modificado su valor

v' Debe incrementarse z, hasta que alguna variable basica
decrezca a 0. Esta variable pasara a ser no basica

v Sitodas las variables béasicas crecen la solucién éptima es no
acotada, pues podria incrementarse z, indefinidamente

A

Y = BN r, =B b—B Nz, =Y
—1
:B at (B) —b_yztt

v' Lavariable basica i decrece si ¥, >0

2 Valor de la variable entrante
rz) =0=x =0b . G | : ane
( B)Z t . / Yit si se hace 0 la variable basica i

[ Criterio de salida .
b
o v Elegir la variable basica i con y, >0 para la que — sea minimo

ICAI ICADE

C0M|LLAS Yy
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Algoritmo simplex

1. Inicializacion
v Elegir una base B que proporcione una solucién basica factible
2, =b=B"%>0 Y=B'N
z, =0 z = ch_lb = chAB = cgg
2. Criterio de optimalidad. Eleccion de la variable de entrada
v Célculo de costes reducidos ¢, =c¢, —¢,B"'N =¢, —¢,Y
v Si ¢, >0 =) La solucién actual es 6ptima
v' Sino, elegir la variable z, tal que C, = mjin{éj :éj < O}
3. Eleccion de la variable de salida
v Si y, <0Viel, mm) solucion no acotada . .
v' Sino, elegir la variable basica z tal que b _ min{ o Y, > 0}
4. Pivoteo
v Con la nueva base B actualizar B™', ¢

v" Volver al paso 2

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Interpretacion geomeétrica del simplex

Operacion algebraica Interpretacion geométrica
Solucién basica factible inicial Vértice inicial
Seleccion de la variable no basica Seleccion de arista
Incremento de la variable entrante Movimiento a lo largo de la arista

La variable basica saliente se hace cero | Se alcanza un vértice adyacente

Nueva solucion basica factible Nuevo vértice

UNIVERSIDAD {3&% PONTIFIC),
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Comentarios al método simplex

 Criterio de entrada
v' En caso de empate, elegir cualquiera (menor indice, al azar, ...)

v Seleccionar la variable con menor coste reducido no garantiza la
mayor disminuciéon de la funcidn objetivo tras el pivoteo

v Existen otras reglas de entrada

A Criterio de salida
v' En caso de empate, elegir cualquiera (menor indice, regla
lexicografica,...). Un empate produce degeneracion
1 Problema de maximizacion: 2 opciones
Pasar a minimizacién cambiando el signo de los costes
Cambiar el criterio de optimalidad y la regla de entrada:
v Si ¢, <0 mmmm) La solucion actual es dptima
v Sino, elegir la variable 7, tal que ¢, = m?X{éj e > 0}

ICAI ICADE

CoMiLLAS

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

ERSIDAD e PONT
U %%‘} ICi4
odfes

Optimizacién lineal- 30



Algoritmo simplex. Ejemplo (1)

max x, —|—3:I:2
T, +x, < 3

—x, +x, < 1

r,z, >0

min—x1—3x2
T, +z,+z, =3
—T, + T, +z =1

4

Se pasa a forma estandar )

T, Ty T2, 20

Los elementos del problema son

T, —1
T, —3 1 110 3
r=|"|; c= ; b= |; m=2 n=4
T, 0 1101 1
T, 0

v Se cumple rg(4)=m

UNIVERSIDAD 5 i&j P ONTmcr
ICAI ICADE

COMILLAS

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL Optimizacién lineal- 31




Algoritmo simplex. Ejemplo (2)
PASO 1: Se elige una base

10 v 1 1 0 —1
01 7|11 R 11] A
Se comprueba que proporciona una solucién béasica factible

1 0|3
0 1|{1]

Se obtienen los valores de las variables, de la f. 0. y la matriz Y
. 3 0 .
:%b[; fN&} t=cpp=(0 0

1
» [1 0][ 1 1] [ 1 1]
Y = B'N = _
0 1||—1 1| |-1 1
CoMILLAS
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4

3
1

B'= >0 <===m Factible

1o ..
. & =b=B"=
01/

ERSIDAD e PONT
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Algoritmo simplex. Ejemplo (3)

PASO 2: Se calculan los costes reducidos

i =ch — BN = —cpY = (-1 -3)—(0 o)[l1 1J_(1 -3)
¢, =c¢ —z =—1
c,=¢,—2,=—3

Como hay costes reducidos negativos ==mm) Solucion no 6ptima

Entra en la base la variable z,, por tener menor coste reducido
PASO 3: Criterio de salida

1 0}l
0 1f|1

. bZ . b3 b4 . 3 1
min ry, > 0 = min{—— ,—— rmin{—,—r =
i€ty yig y32 y42 11
UNIVERSIDAD {%‘éﬁ}} PONTIFIC) ,

@ o Sale de la base la variable 7,
COMILLAS , ,
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y2 = B_la =

2

1
= [1] &== Ambos valores positivos
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Algoritmo simplex. Ejemplo (4)

PASO 4: Pivoteo

1 1
B= . N=
01

e S [

Volver al paso 2

UNWVERSIDAD ,%*} PONTIRC,
ICAI ia,.w,f ICADE

CoMiLLAS
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Algoritmo simplex. Ejemplo (5)

PASO 2: Se calculan los costes reducidos

AT

i =cy — BN =] — el = (-1 0] (0 3)[21 11J_(4 3)

4264_24:3

Como hay costes reducidos negativos ==mm) Solucion no 6ptima

Entra en la base la variable z,, por tener menor coste reducido
PASQO 3: Criterio de salida

2

hw=1_,

Sale de la base la variable T, Unica variable basica con coeficiente

wemggarovng, — DOSItiVO en la columna y,: y, =2>0
ICAI gxw.f ICADE 1 31
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Algoritmo simplex. Ejemplo (6)

PASO 4: Pivoteo

B 1 1 1 0 T, T, —1 0
=1 1) |0 1) xB_xQ’ xN_x4’ CB_—S’ CN_O
BlF/Q ~1/2 1/2 —1/2

o 3) (1) .
1/2 1/2 T0=H b[1/2 1/2]L][J’ xN[o

Y =B 'N =
1/2 1/21/0 1| |1/2 1/2

SRR i Ty

Volver al paso 2

UNWVERSIDAD ,%*} PONTIRC,
ICAI ia,.w,f ICADE

CoMiLLAS
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Algoritmo simplex. Ejemplo (7)

PASO 2: Se calculan los costes reducidos

AT T T -1 T T 1/2 -1/2
iy =ch—cpB'N =cl —cly =(0 0] (-1 3)[1/2 1/2]_(2 1)

3203_23:2

(PR

4:C4_Z4:1

Como todos los costes son positivos =) Solucion 6ptima (Unica)

La solucion optima es z*=1 z,*=2 con valor objetivo 2*=7

(0,3)
(1,2) == Veértice final: Solucion éptima
Vértice intermedio == (0,1

(-1 ’O)

0 @ o, 7 (00) (3.0
COMILLAS (]

soarspeorep  ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA Veértice inicial
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL
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Degeneracion y convergencia

O Si una solucidn basica factible es degenerada, es
posible que tras el pivoteo se obtenga el mismo vértice
para la nueva base

 Esta situacion podria dar lugar a un bucle infinito. El
algoritmo no convergeria

d Se puede evitar de varias formas
v Regla lexicografica para el criterio de salida
v" Regla de Bland para los criterios de entrada y de salida

O Si se parte de una solucidn basica factible inicial, el
algoritmo simplex (con cualquiera de las reglas
anteriores) converge en un numero finito de iteraciones
a la solucidon optima o detecta la no acotacion

UNWVERSIDAD ,s%"%ﬁ}v} PONTIFIC) ,
iIcAl WY 1cADE

B

CoMiLLAS
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Multiples optimos

d Se produce cuando en una solucion optima alguna
variable no basica tiene coste reducido nulo

J Introduciendo dicha variable se obtendria otra solucion
basica factible optima

v" Cuando la solucién éptima original es degenerada, si la
variable saliente es nula, la variable entrante valdra 0, y se
llegara a la misma solucién (aunque asociada a otra base)

v' Si al introducir la variable entrante se produce no acotacion, la
arista infinita correspondiente estara formada por soluciones
Optimas

 El conjunto de soluciones optimas sera la envoltura
convexa de todas las soluciones basicas factibles
dptimas

ICAI ICADE

CoMiLLAS
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Forma tabular del método simplex

 Facilita los calculos y ahorra operaciones
Q Util para resolver a mano pequefios problemas

1 Tabla simplex:

2 T, T, RHS
-z | —1 i 0 —Z
Ty | 0 Y I b

J Para realizar el pivoteo: Entra z, y sale = . Pivote: y,
v Dividir la fila s por vy, === se obtiene un 1 en el pivote
v' Para el resto de filas (incluyendo la filade laf. 0. /)

yZ . 11 b2
& fof—Yif oy S obtienen “0” en el resto (_je
COMILLAS Y, elementos de la columna pivote

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Algoritmo simplex. Ejemplo (8)

Resolvamos el ejemplo anterior mediante el simplex tabular

min—x1—3x2
r, +1,+x, =3
—z, + T, +x, =1

LysLysdysdy >0

La base inicial era B = | , que corresponde a las variables basicas z,,z,
Porlotanto B'=1, Y=B'N=N, b=B%b=b

Z X Xo X5 X4 RHS
-Z -1 -1 -3 0 0 0
X3 0 1 1 1 0 3 |3
< | o | 1 @ o 1 1|1 ==

UNWVERSIDAD '%}‘E PONTIRC,
ICAI i«,.w,f ICADE

CoMiLLAS
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Algoritmo simplex. Ejemplo (9)

Operaciones de pivoteo  f, — f, + 3/,
f3 - f3 o ]il
Tras el pivoteo la nueva tabla es

Z X X X3 X4 RHS
-Z -1 -4 0 0 3 3
X o | (@& o 1 o |1 mm)
X5 0 -1 1 0 1 1

Operaciones de pivoteo

3 Ef:a
Jo — 1, 2,
1
AD PONT) — —l_ -
UNNE‘T(‘:‘;J i%«éﬁ}} ICADI?CM fQ f2 2 f3

CoMiLLAS
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ICADE
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Algoritmo simplex. Ejemplo (10)

Tras el pivoteo la nueva tabla es

z X4 Xo X4 X4 RHS
-Z -1 0 0 2 1 7
X 0 1 0 1/2 -1/2 1
Xo 0 0 1 1/2 1/2 2

Como todos los costes reducidos de las variables no basicas son
estrictamente positivos hemos llegado a la tabla 6ptima

Para la forma estandar la solucidon es

* _
r* =1

*
r,* =2,

. *=0

3

Y

. =0

4

=7

Para el problema original la solucién optima es

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA

X __
T =],

r*=2

2

Y

=T

DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL
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Solucion basica factible inicial

O Probar una a una todas las bases es muy costoso
v" En el peor caso habria que analizar C, bases

d Se necesita un método para obtener una solucion
basica factible y para detectar la infactibilidad

d Sila matriz identidad I es submatrizde A se toma
ésta como base

d Las columnas de las variables de holgura e I

1 Para conseguir el resto de columnas se suman variables
artificiales en las ecuaciones correspondientes
v' En el peor caso se afnadiran m variables artificiales

Srobl minc’ z min Lz
ropiema
. Ar =0 _ 1| Problema con
original P m— | Azt Iz, =0 """ e
UN\VERS\DAD(?""“Q%PONTIF,CM > 0 Varlables artIfICIaleS
ICAI i@«%’} ICADE 94 - 33, X Z O
CoMILLAS a

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Solucion basica factible inicial: Ejemplo (1)

Se tiene el problema

min — 2z, + z, — 3z,

r, + 2z, +x, =6
x2—|—2x322
2x2—|—x3§4

T,T,,T, >0

Se pasa a forma estandar restando una variable de exceso, x,, en la 22
restriccion y sumando una variable de holgura, xs, en la 32 restriccion

min — 2:171 + 1z, — 35173
T, + 2332 + z, =N
T, + 2:173 -z, = 2
2x2 +z, +z, = 4
\ERSIDAD 255 PON”FICM
> ICAI %@%} ICADE ‘/E17 ‘/’U27 xg) x47 ‘/E5 Z O

CoMiLLAS
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Solucion basica factible inicial: Ejemplo (2)

Las variables x; y x; aportan 2 columnas a la matriz identidad:

1 0
a, =10{, a, =10
0 1

La dltima columna se consigue anadiendo una variable artificial, xg, en

la 2° restriccion  |\min— 2z, + z, — 3z,
T, + 2z, + 1z, =6
T, +2x, —x, +x, =2
2z, + x, + =1
T, %y Xy T, T, T > 0

Se consigue entonces labase B =1 = (al a, a5) que proporciona

|la solucidén basica factible inicial

T, §) T, 0
VERSIDAD 53;'%} PONTIE(, xB — xG — 2 Y xN — xg — O
Y A %%f ICADE . 4 O
CoMILLAS T, T,
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Eliminacion de las variables artificiales

 Las variables artificiales, a diferencia de las variables de
holgura y de exceso, no forman parte del problema
original, es necesario sacarlas de la base y eliminarlas

1 Existen dos métodos:
v' Método de las penalizaciones
v' Método de las 2 fases

d Ambos métodos asignan un coste elevado a las
variables artificiales para forzarlas a salir de la base

 Si se consigue sacar de la base todas las variables
artificiales el problema es factible

v' Se pueden eliminar las columnas de las variables artificiales una
vez que todas han salido de la base, pero puede ser
conveniente mantenerlas para conocer B~ en cada iteracion,

s v pues ocupara las columnas que originalmente constituian I

Ciq
ICAI %'k, # ICADE

CoMiLLAS
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Método de las 2 fases

Fase 1 minl’z
Se resuelve el problema Az + Iz, =b
T, >0

v Siempre tiene solucidn optima acotada (x’,x,*)
1. Six,*#0 == P esinfactible
2. Six,*=0
a) Todas las variables artificiales son no basicas mm) X’ es

solucion basica factible del problema P =) Ir a la fase 2

b) Alguna variable artificial es basica mm) sacarla de la base
introduciendo en su lugar una variable original pivotando en el
elemento correspondiente mm) subcaso a)

Fase 2
o @ v, Calcular los costes reducidos originales y aplicar simplex

ICAI %&, 4 ICADE

B

CoMiLLAS
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Metodo de las 2 fases. Ejemplo (1)

Resolvamos el problema

min — 2z, + z, — 3z, min — 2z, + z, — 3z,
r, + 2z, + = T, + 21, + 1z, =6
T, +2x, —x = 2| s T, + 21, — T, +z, =2
21, + 1, + 1z, = 2o, oyt =d
L1y Ty Tgy Lys Ty >0 TP ar 4o B B 2 0
v’ Xg es artificial
Fase 1 min z,
T, +2z, +x, =6
T, +2r, — 7, +z, =2
2z, + x, + , =4
T, T, Ty T,y %, T, 20

UNWVERSIDAD ;%"%ﬁ}*} PONTIRC,
ICAI ia,._w.f ICADE

CoMiLLAS

M A P R 1 D
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Meétodo de las 2 fases. Ejemplo (2)

Tabla inicial para la fase 1 1
0 0 0 0 0 1

Z | Xy X5 X3 X4 Xs Xg |RHS
-z | -1 o -1 -2 0 0 -2
0 | x4 0 1 2 1 0 0 0 6 |6
x| 0olo 1 (@ 4 o 1|2 1=
0O | x5 | O 0 2 1 0 1 0 4 |4
Z | Xy Xo X3 X4 Xs Xg | RHS
-z | -1 0 0 0 0 0 1 0
X1 0 1 382 0 12 0 -1/72| 5
X | O o 12 1 12 0 12| 1
Xs | O o 32 0 12 1 -1/2| 3

Tabla 6ptima para la fase 1: La variable artificial esta fuera de la base.

\)N\vERS\DAD‘?W';} "I(::Z ;l:cu
C SQ%LL 4§ Pasamos ala fase 2

sAToremo ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
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Meétodo de las 2 fases. Ejemplo (3)

Fase 2 |min—2z + 1, — 3,

Tabla inicial para la fase 2 1
) 1 -3 0 0
-Z -1 o 11/2 0 -12 0 13
-2 X4 0 1 3/2 0 1/2 0 3 10
-3 X3 0 0 1/2 1 -1/2 0 1
0 [ x| 0|0 32 0o (@ 1| 3 |6mp
Z | X Xp X3 Xa X |RHS | T5pia optima
-z | -1 0 7 0 0 1 16 para la fase 2
X4 0 1 0 0 0 -1 2 % e *
) 0 0 5 ; 0 ’ 4 5131 :2, 5132 :0, 5133 :47
3 * *
=6, z"=0
LVERSIDAD g:%%g}vzm,”% X4 0 0 3 O 1 2 6 Z* — _16

CoMiLLAS
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Método de las penalizaciones

Se resuelve el problema P(M) siendo M grande:

minc’ x + Mltaza
Ax + Ir =0
r,z. >0

1. Si el problema P(M) tiene solucion optima (x*,x,*)
v Six,*=0 =) x*es solucion éptima de P
v Six,*#0 =) P esinfactible

2. Si el problema P(M) tiene solucion no acotada

v Six,”=0 == P tiene solucion no acotada
v Six,*#0 =m) P esinfactible

g, (1 Puede presentar problemas computacionales

ICAI ICADE

CoMiLLAS
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Meétodo de las penalizaciones. Ejemplo (1)

Queremos resolver  |min z, — 2z,
r,—z, >1
3z, —2x, < —1
z,z, >0

Pasamos a forma estandar (hay que cambiar de signo la segunda
restriccion) min z, — 2z,

T, — T, —€ =1

—3331—|—2x2 —e. =1

T,T,,e,e =0

No hay ninguna columna de la matriz identidad: Ahadimos variables
artificiales (con coste M) a ambas restricciones

min x1—2x2 —I—Mal—l—Ma2
problema P(M) ) t, —z,—e +a =1
UN\VERS\DAD'%MQEPONT;F,CM - 3271 —|— 2272 — 62 —|— 0,2 — 1
C ICAI %@?f ICADE S >0
MILLA T.,T. ,€6,6 .0 ,a, >
" (A) o w1—p- ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA 177727717 720 1 2
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Método de las penalizaciones. Ejemplo (2)

Tabla inicial para P(M) tomando las variables artificiales como basicas:

!

1 -2 0 0 M M
Z X, X5 e, e, ay a, RHS
z | 1 |[2Ms1 M2 M M 0 0 | -2M
M | a 0 1 4 0 1 0 1
M |a|o|s (@& o 14 o 1 1| 1/2mmp
Z X, X e, e, a, a, RHS
-z 4 | M22 0 M M2-1 0 M2+1 | 1-3M/2
a, 0 -1/2 0 -1 -1/2 1 1/2 3/2
X5 0 -3/2 1 0 -1/2 0 1/2 1/2

Tabla optima para P(M): Como a,*=3/2> 0
weoodgy oo, mmmp E| problema original no tiene solucién factible

ICAI ICADE
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