RELACION DE PROBLEMAS DE CLASE DE PROGRAMACION LINEAL ENTERA

SIMPLEX Y LINEAL ENTERA
a) Resuelve el siguiente problema con variables continuas positivas

utilizando el método simplex a partir del vértice inicial (z,y) = (0,0)
maxz +y
sa.:—x+2y <8
2 +y < 12
z,y >0

b) Partiendo de la solucién éptima del problema anterior aplicar el método
de ramificacién y corte para obtener la solucién siendo ambas variables enteras.
Dibuja el drbol de ramificacién obtenido.

c) Dibuja sobre la regién factible los cortes realizados por el método en el
apartado anterior hasta llegar al éptimo entero. Dibuja igualmente el el arbol
de ramificacién y corte completo del problema.

PROBLEMA 4

Dado el siguiente &rbol incompleto de soluciones obtenido en un paso
intermedio al resolver, mediante ramificacién y acotamiento, un problema de
programacién lineal entera de minimizaciéon en que todas las variables son
binarias, decir qué ramas se descarta seguir explorando y por qué, ademds de
decir cudl es el minimo valor que se puede obtener en el problema llegados a
este punto y por qué.

(0,1,0.75,0.2)
z=17

(0.5,0.75,1,1) (1,0,1,0)
z=15 z=18

i
gl

(1,0.25,0.25,0.25)
p (1,1,0,0.75)

z=19

(1,1,0.25,0)
z=16

No factible
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RELACION DE PROBLEMAS ADICIONALES DE PROGRAMACION LINEAL ENTERA

PROBLEMA 2 APARTADO 1
Resolver el siguiente problema mediante el método de ramificacién y

acotamiento:
max 18z, +14z, + 8z, +4x,
sujetoa :
15z, +122, + 72, + 42, + 2, <37
z;€{0,1} j=1,..,5

PROBLEMA 1 APARTADO 3
Resolver gréaficamente aplicando el método de ramificacién y corte el

siguiente problema:

maxr T, +T,
sujeto a :
2z, + 51, <16
bx, +ox, <27

.
T,,T, €
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SOLUCION DE PROBLEMAS DE CLASE DE PROGRAMACION LINEAL ENTERA

SOLUCION. SIMPLEX Y LINEAL ENTERA

a) Resuelve el siguiente problema con variables continuas positivas
utilizando el método simplex a partir del vértice inicial (z,y) = (0,0)

La formulacién estdndar de este problema sigue a continuacion:

maxz + vy

sa.:—zx+2y+h =8
2z +y +h, =12
z,y >0

La tabla simplex asociada a la formulacién esténdar iniciando en el punto (0,
0) resulta:

z |y | b | Ry |Cotas

h|-1/2]1]0] 8

hy|2|1]0]1] 12

Se escoje la variable z como variable entrante (podria haberse escogido la
variable y) y se saca la variable h, resultando la siguiente tabla:

h, | Cotas | Relacién

0-145| -6

Yo | 1| 2%
0| | ¢ 12

Se escoje la variable y como variable entrante y se saca la variable A,
resultando la siguiente tabla:

S

(e}
KKM’“@

—_

21y M h, | Cotas
y (011 % | 5| P
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Esta tabla resulta 6ptima ya que todos los costes reducidos son negativos. La
solucién 6ptima es (z,y) = (1%,2%) y la funcién objetivo evidentemente
adquiere el valor de la suma de las dos variables.

b) Partiendo de la solucién 6ptima del problema anterior aplicar el método
de ramificacién y corte para obtener la solucién siendo ambas variables enteras.

Ambas variables toman valor no entero en la solucién éptima por lo tanto el
valor que toma la funcién objetivo en el apartado anterior resulta una cota
superior de la funcién objetivo para la solucién entera éptima.

Escogiendo la variable z para ramificar se anade al problema anterior bien
la restricciéon z <3 o bien z > 4.

Anadiendo la restricciéon z < 3, dicha restriccién se expresa como z + h, = 3
e introduciendo dicha restriccion sobre la tabla final del apartado anterior
resulta la tabla siguiente:

y | M hy | h, | Cotas

oo | =113 0| -4

y o] 1] 2 | ¥ o] 28

|10 -Y 2% |o| 16
0

0 1 3

Expresando en forma estdndar la tabla resulta:

Y| M h, | h, | Cotas

2 |ofo| -2 1=3% 0|44
y [0]1] 2 | ¥ o] 28
s 10| =11 2 o] 16¢
5

hy |ofo| Y& |-2%|1]| -]

Relacién %

Se aplica el método simplex dual saliendo la variable h, y entra la variable
h, , la tabla resultante es la siguiente:
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h, h, h, Cotas
—z ~Y 0 [ =351
Y Yol o | M|
. 0 0 1 3
hy _% 1 _é %

La solucién obtenida sigue sin ser entera en la variable y .

Anadiendo la restriccién x > 4, dicha restriccién se expresa como = —e, =4
e introduciendo dicha restriccion sobre la tabla final del apartado anterior
resulta la tabla siguiente:

T h, hy, | e, | Cotas
AUREAN AL
v 10051 % 0] Y5
e, |1 0 -1 4

Expresando la tabla anterior en forma estdandar se tiene la tabla siguiente:

yl h hy | e, | Cotas

. 0| =16 1-3£] 0|44

y L% B0 %

@ 0|75 % |o| 1%

e, 0|-2| 2% |1]| %
Relacion 1

Se aplica el método simplex dual saliendo la variable e, y entra la variable
h,, la tabla resultante es la siguiente:
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T hy | e, | Cotas
Llolo| o | a1 |1| 8
ylol1] o | 1 |2 4
cl1lol o[ 0o || 4

00 1 -2 -5 4

La solucién alcanzada (z,y) = (4,4) es entera y la funcién objetivo vale por

tanto 8. Esta solucién es éptima debido a que la funcién objetivo al tomar

valores enteros (maxz + y), la otra rama no se sigue ramificando porque no

alcanza un valor superior a 9 y por lo tanto lo més que puede alcanzarse al

ramificar es otra solucién 6ptima que alcance el valor 8 en la funcién objetivo

tal y como ocurre con la solucién (z,y)=(3,5) y como se ve en el apartado

siguiente.

c) Dibuja sobre la regién factible los cortes realizados por el método en el

apartado anterior hasta llegar al 6ptimo entero. Dibuja igualmente el el drbol

de ramificacién y corte completo del problema.

|
A 4—' |—>
7 : I
55/ 5 5
’ (3.°%0) \ Optimo LP
~ H )
it — (1%v28/5)
5 /v‘lf \
__Optimo IP
4 e > i ‘
Optimp IP \\ (4,4)
3 \
2
1 + I
1 2 3 4 5 6
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Z =444

(195.2%)
z<3 z2>4
z =8%, Z=38
(3, 55/ 1o (4,4)
7 = Infactible

(375)
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SOLUCION. PROBLEMA 4
Nodos sin explorar o ramificar:

No factible: se poda ya que no hay solucién factible

z=18: solucién entera, luego z*=18

z=19: se poda ya que aunque no es entera, es peor que la mejor encontrada
hasta el momento (minimizacién)

z=17: no es entera, la cota es mejor que la de la solucién entera mejor
encontrada hasta el momento, es factible: no se puede podar, hay que seguir
ramificando.

Resto de nodos ya estédn explorados.

La mejor solucién por el momento es z=18, pero podria llegar a ser 17
explorando el nodo que alin queda activo.
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SOLUCION DE PROBLEMAS ADICIONALES DE PROGRAMACION LINEAL ENTERA

SOLUCION. PROBLEMA 2 APARTADO 1

Se resuelve el problema relajado considerando que las variables binarias son

positivas y tienen asociada una restriccion de menor o igual a la unidad. La

tabla inicial simplex corresponde al siguiente problema:

max18z, + 14z, + 8z, + 4z,

sujetoa :

15z, +122, + Tz, + 4z, + 2, + h =37

x, +h, =1

T, +h, =1

T, +h =1

z, +h =1

z +h =1

Z, z, z, x, z, h, h, h, h, h, | h, Cotas | Relacion

-7 18 14 8 4 0 0 0 0 0 0 0 0
h, 15 12 7 4 1 1 0 0 0 0 0 37 37/15
h2 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1/1
h3 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -
h, 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -
h5 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 -
h6 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 -

Esta tabla estd en formato estdndar y por lo tanto se escoge como variable

entrante en la base la variable z; debido a que su coste reducido es el mayor de

todos. La variable que sale es h, A continuacién se muestra la tabla con la base

actualizada.
T | m, | x| x| Ty | Bby| hy | hy | by | b | h, | Cotas | Relacién

-Z 0 14 8 4 0 0O |-18 | O 0 0 0 -18

h, 0 12 7 4 1 1 |-15] 0 0 0 0 22 22/12
z, 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -

h, | 0O BB oo Jof[oJo[1]o]o[o] 1 1/1

h, 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -

hy 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 -
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[hJofoJoJoJrfJojJoJoJojoft,]

1

Entra la variable z, y sale h, resultando la siguiente tabla con la base

actualizada.

T | m, | @y | x, | x5 | b | hy | hy | hy | ho | h, | Cotas | Relacion
-7 0 0 8 4 0 0O |-18 | -14 | O 0 0 -32
h, 0 0 7 4 1 1 ]-15]-12 | 0 0 0 10 10/7
T 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -
T, 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -
h, 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1/1
hy 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 -
hy 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 -

Entra la variable z, y sale h, resultando la siguiente tabla con la base

actualizada.

T | m, | my | @y | v, | by | hy | hy | by | h. | h, | Cotas | Relacién
-Z | 0 0 0 4 0 0 |-18 | -14 | -8 0 0 -40
bl 0 oo [ 4] 1 [1|a5][12]7]0|o0] 3 3/4
x 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -
Z, 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -
z, 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -
hy 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1/1
hy 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 -

Entra la variable z, y sale h, resultando la siguiente tabla con la base

actualizada.
T x| Xy | Ty, | s | Iy hy | hy | hy | h. | h, | Cotas | Relacién

-Z 0 0 0 0 -1 -1 -3 -2 -1 0 0 -43

z, 0 0 0 1 1/4 | 1/4 15,4 3|74 0 0 3/4

x, 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -

z, 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -

z, 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 -

hy | 0 | O | 0 | 0 |-1/4a|-1/a|15/4| 3 |7/a| 1 |0 | 1/4 ;

hs 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 -

. . . 3
La solucién 6ptima relajada resulta ser (:vl,xQ,x3,x4,x5) = [1, 1, 1,2,0] con una

cota superior de la funcién objetivo de 43.

Relacion de problemas de optimizacion lineal entera

10/22




Al presentar una de las variables binarias (z,) un valor no entero, se
ramifica el problema anadiendo las restricciones correspondientes.

Z=43

(I,I,I,E,OJ
4

x, <0 x,21

Si se anade la restriccion =z, <0, ésta se convierte en =z, +h =0,
obteniéndose una solucién bésica no factible tal y como se indica en la tabla
siguiente al expresar dicha tabla en su forma estandar.

L A R N h, hy |hy| hy | h | A h, | Cotas
-Z ojlojojo| -1 ]| -1 | -3 1|=2[-1]0l0]0] -43
4 0|0/ 0] 1]1/4|1/4|-15/4|-3]-7/4]0] 00| 3/4
) 1100 |o] o 0 1 (o] o foflo]0 1
T, 0Ol 1l0]0] 0 0 0o |[1] 00|00 1
T, 0lo0o|1]0] 0 0 o o] 10|00 1
hs 0|0/ 0|0 |-1/4|-1/a|15/4 3 |7/a|1]| 0101 1/4
hg olo |00 1 0 0o o] o |o|1]|0 1
h, 00| 0|0 |-1/4|-1/4|15/4|3 740|011 |-3/4

Relacién 4 4

Aplicando el procedimiento del simplex dual, la variable h, sale de la base y
la variable z, entra en la base (podria haberse escogido la variable h, ). Se
obtiene la tabla siguiente:
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T @y | @y | @y | @ | By | hy | hy | By | by | b, | hr | Cotas
7 olofo]o] o 18 [-14| -8 4 | -40
T, ojlo|lo|1|lo0/]o0O o lo|lof|o]o]|1 0
T 1lofloflo] o] o0 1 /o]loflofo]|?0 1
T, ojl1lolo|lo o] o ]|1]0o]0|0]0 1
Ty ojlo|1]|o|lo|lo] o0 ]o|]1]0|0o]O 1
hs olojojolo] o] o ]o|lo|1|o0o]|-1] 1
he ololo|lo| o115 12|70 1]|4] =2
T oo |lo|o| 1|1 |-15]a2]-7|0/|0]-4| 3
Relacién 0

La variable h, sale de la base y la variable h, entra en la base resultando la
tabla siguiente:

T\ wy | my | @y | x| By | hy | hy| By | h | Ay | By | Cotas
Z|lolo|lo|lo| o] 0 |-18|-14/-8]01|0]4]| -40
ol oo 1] 0|0 o |loflo]o|o]|! 0
|1 ]0]0]0] 0] O 1 lolo|o|[o0o]|0 1
T, 1o | 1]0]0] 0] 0 0o |1]0]0|0]0 1
000|100 |lo| o ]o]1]o0o]o]|0O0 1
h1olololo| o] o] o |olol|1]o]|1]| 1
hl 0 0 0 0 0 1 -15 | -12 | -7 0 -1 -4 2
100|001 lo | o ]o]o]|O0]|1]0 1

La solucién obtenida es factible ya que todas las variables toman valores
enteros y el valor de la funcién objetivo es 40, que pasa a ser una cota inferior
para el valor éptimo.

(xl,IQ,x3,x4,x5) =(1,1,1,0,1)

La otra rama que parte del problema relajado consiste en anadir la
restricciéon z, > 1, ésta se convierte en z, —hy =1, obteniéndose una solucién
bésica no factible tal y como se indica en la tabla siguiente al expresarse en su
forma estandar.
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Tz, | x|y | oz | Ny h., hy |y | h, | b, | hy | Cotas
-Z ololojo|-1|-1] -3 |=2]-1]0|0]0]| -43
z, 0] 0] 0|1 ]1/4|1/4|-15/4| -3 |-7/4[ 01010/ 3/4
T 10|00/ 0 0 1 0|0 |lo|lo]|?O 1
T, 0] 1]0]0] 0 0 0 10 ]o0o]o0o]0 1
Ty 00 1]0] 0 0 0 0| 1]l0|o0o]|0 1
hy 0|0 /] 0|0 |-1/4a]|-1/a|15/4| 3 |74 1] 0101 1/4
hg ololoflo| 1] o0 o o] ol]o|1]0 1
hy 0| 0| 0] 0]|1/4|1/4|-15/4| -3 |-7/4] 0] 0| 1 |-1/4

Relacion 12/15 | 2/3 | 4/7

Sale de la base la variable h, y entra la variable h, ya que es la que menor

relacién adquiere.

T, | x| Ty | 2 h, h, hy | hy | h, | hy | hs | Cotas

-Z ol o] o0 |o0|-87|-87|-6/7|-2/7|01| 0] 0|-4/7]|-300/7
Ly 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 1

Zy 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Ly 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

T 0| o | 1o |17 |17 |-15/7]-12/7| 0] 0 |0 |4/7| 6/7

h.s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

hG 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1

h, ol oo | o |-17|-17|15/7|12/7] 1|0 |0 |-4/7| 1/7
La solucién optima con la restriccion incorporada es

<$17I27x37x4a$5) = [171727170

con z = 42.857. La solucién no se puede descartar,

pues el valor objetivo no es inferior a la cota actual (40). Como z, no presenta

un valor entero es necesario ramificar nuevamente.
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x;21

Anadiendo  la  restriccién z, <0 se  obtiene la  solucién

(xl,xz),m3,x4,x5):(1,1,0,1,0) con un valor de la funcién objetivo de 36 y se
descarta esta solucién por ser inferior a 40.

. - . . 11
Si se anade z, > 1 se obtiene la solucién (x1,$2,$3,:1:4,$5) = [1,5,1,1, 0] con

un valor de la funcién objetivo de 42.83 y por lo tanto se puede seguir

ramificando el drbol tal y como se indica a continuacion:

Z=40 Z=42.857
(1,1,1,0,1) (1,1,;,1,0
z2=40 x;<0 x;2>1
Z=36 Z=4283
(1,1,0,1,0) (1,%,1,1,0)
x,<0 x,21
Anadiendo la restriccién z, <0 se obtiene la solucién

(21,25, 24, 2,,25) = (1,0,1,1,0) con un valor de la funcién objetivo de 30 y se

descarta esta solucién por ser inferior a la cota inferior.
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14

Si se anade x, > 1 se obtiene la solucién (xl,xz,xg,xmxf)) = [B,I, 1,1,0| con

un valor de la funcién objetivo de 42.8 (no se descarta) y por lo tanto se puede
seguir ramificando el drbol tal y como se indica a continuacién:

Z=40 Z= 42857
(1,1,1,0,1) (1, 1,?,1,0]
z2=40 x; <0 X321
Z=36 Z=4283
(1,1,0,1,0) (1,%,1, 1,0j
x,<0 x,21
Z=30 Z=428
(1,0,1,1,0) (%,I,I,I,OJ
x, <0 x,21
2=26 Infactible
(0,1,1,1,0)
Anadiendo la restriceién z, <0 se obtiene la solucién

(), 2,25, 2,,35) = (0,1,1,1,0) con un valor de la funcién objetivo de 26 y se
descarta esta solucién por ser inferior a la cota inferior.

Si se anade x, > 1 se obtiene una solucién infactible.

Por lo tanto la soluciéon éptima consiste en la solucién entera inicialmente
encontrada:

(2,2, 25,2,,25) = (1,1,1,0,1) con valor de la funcién objetivo 40. Este

problema tiene otra solucién igualmente 6ptima (x1,$2,$3,:v4,:1:5) =(1,1,1,0,0).
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SOLUCION. PROBLEMA 1 APARTADO 3

El drbol de ramificacién y corte es el siguiente:

OPTIMO LP
@ .75, 2.1)
7=4.85
X < 2/ k X, >3
(2, 2.4) (3, 1.8)
7=4.4 7=4.8
A Ny O
@, 2) (0, 3) (3.666, 1)
7o g A INFACTIBLE
Z=4 / \
X <3 @\ x4
3,1 (4, 0.6)
7=4 7=4.6
X, <0 QD\Q(Z 21
(4, 0)
L4 INFACTIBLE

Se resuelven los nodos del drbol segin el orden establecido por el nimero
enmarcado en el circulo. Siguiendo dicha ordenacién el primer nodo que obtiene
una solucién entera factible es el nudo 3. Por lo tanto, la cota inferior Z del
problema de maximizacion resulta ser 4. Al ser el valor de la funcién objetivo en
el nodo 4 un valor entero inferior a Z dicho nodo es una solucién factible pero
no éptima.

La funcién objetivo al tener s6lo variables enteras y también al ser sus
coeficientes valores enteros la solucién 6ptima del problema resultard ser un
valor entero. Teniento en cuenta este hecho el nodo 5 obtiene una funcién
objetivo superior a la cota inferior pero la parte entera de dicha solucién es igual
a 4. Por lo tanto las ramas que salgan del nodo 5 pueden ser podadas ya que
como méaximo pueden alcanzar el valor 4.

No obstante el darbol estd desarrollado completamente para comprobar que
existen tres soluciones éptimas que obtienen el mismo valor de la funcién
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objetivo, es decir, 4. Las soluciones son por orden de aparicién: (2,2), (3,1) y
(4,0).

A continuacién se muestra la resolucion gréfica de cada uno de los nodos del
arbol :

8 ——— Region factible relajada

7 O — Solucién factible entera
@ — Solucién éptima relajada

@

LP (2.75, 2.1) Z=4.85

N
Isobeneficio
A X2
8+ > —— Regidn factible relajada
7 O — Solucion entera factible

@ — Solucién éptima relajada
= @ n=

(2, 2.4) Z=4.4

6
6~x1+5-x2£275 \
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6-X +5-X, 3275

6-X +5-X, $275

—— Regibn factible relajada

O — Solucién entera factible
@ — Solucién éptima relajada

1 x

5

2-% +5-X,<16

2 X
8——- ——— Region factible relajada
71 O — Solucion entera factible
@ — Solucién éptima relajada
+ X <2
@ X, =23
I\Sb-\ (0, 3) Z=3
o1
1—+
B D NP U
1 2 3 45 6 7 8 2.-x+5Xx%<16
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8+ I —— Regiodn factible relajada
71 O — Solucién entera factible
@ — Solucién o6ptima relajada
6.x1+5.x2£275\ @&23
{ =
d 73>
2+ (3,1.8) Z=4.8
1__
=
—t—¢—o \| —t— 0
1 2 3 4 5 6 7 8 2:%+5-%X,<16
A X2
8——- —— Regidn factible relajada
7 O — Solucién entera factible
@ — Solucién éptima relajada
6-x,+5-X, <27 A @&23
5 x, <1

I =

(3.666, 1) Z=4.666

1. fx

2:X +5-X,<16
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6-X+5-X, 3275

A X2

| = —— Region factible relajada

O — Solucién entera factible
@ — Solucién éptima relajada

X, =3
X, =2

@

=)

INFACTIBLE I

l__
::\l\::m\ T~
1 2 § 45 6 7 8 2.x+5x<16
A X2
— —— Region factible relajada
8__
O — Solucién entera factible
71—+ @ — Solucién éptima relajada
6- % 23
. X <
6 X1+5 X2_275\ X2S1
<
< = "
4 3=
2| (3,1) z=4
T
| S S U I
1 2 4 5 6 7 8
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A X2

g = —— Region factible relajada
O — Solucién entera factible
e @ —> Solucién 6ptima relajada
€ X =3
6-x1+5-x23275\ @ngl
ul X =4
I3

) N LI

| | | | |
I I [ [ [ | "
12§ §'56 78 “2.x45%<16

2 X5 —» Region factible relajada
8+ O — Solucién entera factible
7 @ — Solucién 6ptima relajada

X =3
61 X, <1

24
l{ ~X2S0

2 | (4,0) Z2=4
) N
] X\ fix.

— " >
b 12 ¥\5 6 7 8 2.x+5% <16
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